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Geleitwort. 


Ais mir Herr Dr^ Tietjens, damals mein Mitarbeiter am Kaiser- 
Wilhelm-Institnt ftir Stromungsforschung, seine Absicht mitteilte, an 
Hand seiner Aiifzeichnungen liber meine Vorlesungen ein Lehrbncb 
der Hydrodynamik und Aerodynamik zu schreiben, babe icb ibn gern 
zur Ansfubrung dieses Planes ermtlntert^J ,Icb batte mir selbst l^ereits 
seit langerer Zeit vorgenommen, diese Vorlesungen spater einmal in 
geeigneter Erweiterung im Druck berauszugeben, war aber meiner 
sonstigen starken Inanspruchnabme wegen bisber noch nicbt dazu ge- 
kommeiiL, aucb nur mit den Vorbereitungen zu dieser Arbeit zu beginnen. 
Es war mir desbalb ganz willkommen, daB nun sozusagen als eine 
Zwiscbenlosung ein Bucb erscbeinen sollte, in dem einer meiner fruberen 
Scbiiler den Inbait dieser Vorlesungen wiedergibt. Um nun dem Leser 
aucb meinerseits eine Gewabr dariiber geben zu konnen, daB diejenigen 
Teile des Buches, die meinen Vorlesungen entstammen, aucb in der 
Darstellung als eine treue Wiedergabe dieser Vorlesungen gelten konnen, 
bin icb mit Herrn Dr. Tietjens ubereingebommen, daB icb die beziig- 
licheii Teile des Manuskripts durchsehen und erf orderlicbenf alls selbst 
mit meinen eigenen Ausfiibrungen in der Vorlesung in Gbereinstimmung 
bringen wurde. Das ist denn aucb gescbeben, und icb babe auBerdem 
einige neue Resultate, die erst nacb dem Ausscheiden Yon 'Herrn 
Dr. Tietjens in die Vorlesung aufgenommen wurden, selbst noch 
zugefiigt. Im librigen bat Herr Dr. Tietj ens, bauptsachlicb im zweiten 
Band, verschiedene Dinge aus Eigenem hinzugetan, so besonders die 
Einzelausfubrungen tiber Gerate zur Druck- und Gescbwindigkeits- 
messung und uber die Verfahren zur Messung des Luftwiderstandes 
und zur Sichtbarmachung von Stromungen, derner aucb verschiedene 
historiscbe Bemerkungen und Ausfiibrungen iiber die zeitgenossische 
Literatur iiber die Stromting in Rohren und die Stromungsverluste in 
Kanalen veranderlicben Querscbnittes, u. a. m. 

Das Bucb erscheint aus praktiscben Griinden in zwei getrennten 
Teilen, die so abgefaBt sind, daB jeder Teil fiir sich allein benutzbar ist. 
Der erste Band entbalt die Lebre vom Gleichgewicbt der Eliissigkeiten 
und Gase samt praktiscben Anwendungen, besonders auf die gasgefiillten 
Luftfahrzauge, und er entbalt ferner den Auf bau der Lebre von der 
stromenden Bewegung einer idealen reibungslosen Eliissigkeit in einer 
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verhaltnismaBig strengen Darstelliing. Der zweite Band ist vor allem den 
technischen Anwendungen gewidnaet nnd bevorzugt in seinem iiber- 
wiegenden Teil Barsteilungsweiseiii die mebr dein Gedankenkreise des 
Praktikers angepaBt sind. Bei der Bebandlung der Strdmungsgesetze 
der zahen Fliissigkeiten some in der Tragfliigeitheorie lieBen sich aller- 
dings groBere matbematische Entmcklnngen nicht ganz vermeiden. 

Die Binteilnng der Stromungslehre in einen mehr tbeoretischen nnd 
einen mehr praktisch gerichteten Teil geht auf den Umstand zuriick, 
daB es sich um zwei rerschiedene Vorlesungen handelt, die den liber- 
wiegenden Tail des Stbffes des Buches geliefert haben, eine mehr mathe- 
matisch gehaltene „Hydrodynamik nnd Aerodynamik“ nnd eine mehr 
praktisch auf die Fragen der Luftfahrtechnik gerichtete „Aeromechanik' ' . 
Die Verteiinng anf die zwei Bande des Tietjensschen Bnches entspricht 
im hbrigen nicht genau derjenigen in den beiden Vorlesungen. So gehort 
z. B. von dem erstem Bande die Lehre vpn den Zusttoden der freien 
Atmosphare mid die von den gasgefhllten Lnftfahrzengen zur Aero- 
niechanik nnd einige mehr theoretische Kapitel des zweiten Bande s zur 
Hydrodynamik nnd Aerodynamik. Der zweite Band geht, vie bereits er- 
wahnt, in verschiedenen Punkten liber den in den Vorlesungen behan- 
delten Stoff hinans, so anch in der Darstellnng der Tragflugeltheorie, 
die sich hanptsachlich an einige VeroffentHchungen von mir anschlieBt. 

Bezhglich der Grundtendenz meiner hier wiedergegebenen Vor- 
lesungen darf ich vielleicht noch knrz das Folgende bemerken. Ich habe 
mich dabei vor allem bemuht, das Begriffliche deutlich herauszuarbeiten. 
Die Einzelausfuhrnngen, die man anch in anderen Lehrbuchern findet, 
babe ich dabei entweder ganz ubergangen oder nur knrz angedeutet. 
Anch bei der Darstellung der Versnchsergebnisse habe ich mehr Wert 
daranf gelegt, ditrch yenige typische Beispiele eine zntreffende An- 
schannng uber diese Dinge zu vermitteln , als moglichst viel Einzel- 
tatsachen zn bringen, . xiber die man sich ja aus dcr experimentellen 
Literatur genngend nnterrichten kann. So hoffe ich denn anch, daB das 
vorliegende Buch dnrch seine Eigenart sich neben dep bisherigen Dar- 
stelluugen der Stromungslehre einen besonderen Platz erobern wird nnd 
gebe ihm hierfiir meine besten Wtinsche mit auf den .Weg. 

Gottingen, im Mai 1929. 


L. PrandtL 



Vorwort zur zweiten Auflage. 

Als sich herausst^^^ die erste Auflage dieses Werkes ver- 

griffen war, katte man in Erw’agung gezogen, durch einen photo - 
mechanischen Neudruck der bestehenden Nachfrage zu begegnen. Eine 
eingehende tJberlegung fuhrte dann aber zu der Ansicht, dafi dieses 
wohl fur den ersten Band des vorliegenden Werkes angangig sei, nicht 
aber fur den zweiten Band. Vielmehr erschien es angebracht, ja not- 
wendig, den zweiten Band einer grundlichen tlberarbeitung .bzw.^^E^ 
fassung zu unterziehen. 

Grand fiir diese unterschiedliche Behandlung der beiden Bande 
ist darin zu suchen, daB es sich bei dem ersten Band um die mehr 
grundlegenden und sozusagen bereits klassisch gewordenen Teiie der 
Stromungslehre handelt, die in den letzten Jahrzehnten keine wesent- 
lichen Anderungen erfahren haben, so daB fiir diese Teiie ein Bedurfnis 
nach tiberarbeitung nicht unbedingt vorliegt. — Anders der zweite ^ 
Band. Hier w-erden in erster Linie die auch jetzt noch stark in MuB 
befindlichen und keineswegs abgeschlossenen Gebiete der Stromungs- 
lehre behandelt — es sei neben den Fortschritten der Tragfliigellehre 
vor allem auf die Theorie der Turbulenz, der Rohr- und Plattenreibung 
hingewiesen — , die heute, 14 Jahre nach Abfassung der ersten Auflage, 
eine umfassende tJherarbeitung Verlangen. ^ ■ 

Es bereitet dem Unterzeichneten nun eine besondere Freude, an 
dieser Stelle mitteilen zu konnen, daB Herr Professor Dr. L, Prandtl 
sich bereit erklart hat, die Bearbeitung des zweiten Bandes selbst zu 
ubernehmen, und zwar nicht in Form' einer zweiten Auflage, sondern 
in Form eines neuen Buches. Wer kbimte wohl geeigneter sein als 
Professor Prandtl selbst, seine eigenen Vorlesungen herailszugeben, 
zumal wo es sich in erster Linie urn solche Gebiete der Stromungslehre 
handelt, denen er selber den Stempel seiner Eigenart aufgedriickt hat. 

So hat denn der vom Unterzeichneten herausgegebene zweite Band 
der Prandtlschen Vorlesungen uber Hydro- und Aeromechanik seine 
Aufgabe als „Zwischenlosung“ erfuUt. 

Der vorliegende- erste Band, in dem ledighch kleinere Anderungen 
sowie eine Ausmerzung der Druckfehler vorgenommen wurden,' wd 
.soinit weiterhin noch. als Zwischenlosung dienen miissen, bis Prof. 
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Prandtl seine Voriesnngen auf diesem Gebiet in erweiterter Form zu 
einem Gesaintlehrbnch der Stromungslehre zusammengefaBt haben wird. 

Was den zweiten Band anbeiangt, der als neues Biich erscheineii 
wird, so gibt der Unterzeicbnete im Namen vieler kiinftiger Leser der 
Hoffnung Ausdruck, daB es Herrn Prof. Prandti trotz seiner starken 
Behindernng durch Ejriegsarbeit moglich sein mocbte, in nicht allzn- 
ferner Zeit die Arbeiten dafiir abzuschliefien. 

Wien, im September 1944. 


0. Tietjens. 
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Einleitung. 

Begriffsbestimmung. WoUen wxr das Gebiet der Hydromecha- 
nik, das als einen Spezialfall die Aeromechanik in sicb schlieBt, durcli 
eine Begriffsbestimmung naher kennzeichnen, so konnen wir sagen, 
daB die Hydromechanik die Mechanik der nicht festen Kdrper ist. 
Dabei lassen sieh die nicht festen Kdrper in drei Gruppen ein- 
teilen: 

1. zahflussige Kdrper, 

2. diinnflussige Kdrper, 

3. gasfdrmige Kdrper, 

Diese Gruppen weisen jedoch Ubergange ineinander auf und sind nicht 
strong voneinander zu trennen. Auch der tJbergang von den zahen 
Fiiissigkeiten zu den festen Kdrpern erfolgt allmahlich. Sprechen wir 
z. B. dem Sirup noch eine zahfliissige Eigenschaft zu, so haben wir 
im A’Sphalt einen Kdrper, der im allgemeinen Sprachgebrauch wphl 
schon als fester Kdrper bezeichnet wird, der trotzdem aber in gewissen 
Fallen (auch bei gewdhnlicher Temperatur) sich gleichfalls wie eine zahe 
Fliissigkeit verhalt. Es kommt hierbei im wesentHchen auf die Ge- 
schwindigkeit einer etwaigen Deformation an. Zerschlagt man mit 
einem Hammer Asphalt in Stiicke, so verhalt er sich dabei wie ein 
fester Kdrper; die Deformationsgeschwindigkeit ist in diesem Ealle 
sehr groB, fJberlaBt man hingegen Asphalt in einer seitlich offenen 
Tonne geniigend lange der Wirkung seines Eigengewichtes, so flieBt 
er allmahhch (apch bei derselben Temperatur, bei der er sich zer- 
schlagen laBt) in der gleibhen Art wie eine sehr zaha Flussigkeit aus 
der Tonne * die .Formanderungsgeschwindigkeit ist in diesem Falle 
sehr klein. * 

Ini Gegensatz zu den festen Kdrpern, bei denen im allgemeinen 
die auf sie einwirkenden BIrafte den dadurch bewirkten Formanderungen 
proportional sind, kdnnen wir von den nicht festen Kdrpern (Fliissig- 
keiten und Gase.) sagen, daB die eine gewisse Formanderung bewir- 
kende Kxaft um so kleiner zu sein braucht, je geringer die Form- 
anderungsgeschwindigkeit ist. Es lassen. sich also bei den Fliissig- 
keiten und Gasen beliebig groBe Formanderungen durch auBerordent- 

Tietjens, Hydromechanik. 2. Anfl. 1 
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lich kleine Krafte herbeiftiireii, wenn nwt die Eormanderungsgeschwin- 
digkeit Main genug ist. Wir konnen geradezn als Definition der nicht 
festen Korper sagen, dafi bei ibnen im Grenzfali einer nnendiicb Meinen 
Formanderungsgeschwindigkeit die znr Formandening erforderlicbe 
Kraft gleicb Knll ist. 

Den UnterscMed zwischen einem zahfliissigen nnd einem diinn- 
fliissigen Korper konnen wir dadnrch der Anscbannng naber bringen, 
daB wir in Gedanken emeu bebebigen festen Korper einmal in einer 
zaben Fliissigkeit wie Ol oder Sirup bewegen, ein andermal denselben 
Korper in Wasser, wobei die Dicbte von Ol und Sirup nicbt wesentlicb 
verscbieden von der des Wassers ist. Im Falle der zaben FMssigkeit 
wird die zur Bewegung notige Kraft betracbtbcb groBer sein miissen 
als bei einer diinnfiiissigen Fliissigkeit wie es Wasser ist. Die groBere 
innere Reibung der zaben Fliissigkeiten setzt einer Formanderung 
in einer gegebenen Zeit einen viel groBeren Widerstand entgegen als 
die sebr geringe innere Reibung, wie sie z. B. Wasser, Alkobol oder 
gar Ather besitzen. 

Die beiden letzten Gruppen der diinnflussigen und der gasformigen 
Korper unterscbeiden sicb binsicbtlicb ibrer Bewegungsformen im 
wesentbcben darin voneinander, daB ein fliissiger Korper einer Yo- 
lumenverringerung durcb auBeren Druck auBerordentlichen Widerstand 
entgegensetzt, d. b. Fliissigkeiten sind gegeniiber maBigen Drucken 
praktiscb inkompressibel, wabrend die gasformigen Korper scbon durcb 
relativ kleine Drucke komprimiert, d. b. verdicbtet werden konnen. 
In den Fallen jedocb, in denen die Druckanderungen so gering bleiben, 
daB die dadurcb bewirkten Dicbteanderungen vernacblassigt werden 
konnen, geborcben die diinnfiiissigen und die gasformigen Korper den 
gleicben Stromungsgesetzen. Das Gebiet der diinnflussigen und der 
gasformigen Korper, soweit die letzteren gleicbfalls als inkompressibel 
angesehen werden konnen, bezeicbnet man aucb wobl als Hydro- 
und Aeromecbanik im engeren Sinne. 

Die Ursacben einer wesentbcben Volumenanderung gasformiger 
Korper konnen zweierlei Art sein. Entweder sind die Volumenande- 
rungen durcb auBerordentbcb groBe Gescbwindigkeiten (von der 
GroBenordnung der ScbaUgescbwindigkeit) bedingt, oder die Volumen- 
anderungen werden bewirkt durcb die Druckunterscbiede, wie sie bei 
groBen Hobenanderimgen (GroBenordnung etwa 1 km und mebr) auf- 
treten. Im ersteren Fall handelt es sicb z. B. um Erscbeinungen bei 
fbegenden Gescbossen — wir bezeicbnen dieses Gebiet als Gasdyna- 
mik — ; im zweiten Fall haben wir es mit Fragen der dynamiscben 
Meteorologie zu tun. 

Fiir das gesamte Gebiet der Mechanik nicht fester Korper 
konnen wir demnach folgendes Schema aufstellen: 
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zaMltiasige Kdrper 


Asphalt dicke Ole, 
Glyzerin 


dtinnfliissige Korper 
Wasser, Alkohol, 
Ather usw. 


gasfdrmige Korper 
Loft tisw. 



ohne mit 

wesentl. Volumenandening 


GroBe GroBe Hohen- 
Geschwindig- -aiiterscliiede, 
keit, dynamisclie 

Gasd3mamik Meteorologie 


Hydro- iind Aerodynamik 
im engeren Sinne. 


Geschiclitliche Bemerkungen. Es mogen Mer einige gesckicht- 
liche Bemerkungen Platz finden, die zugleich den Standpunkt erlautern 
werden, welcher in der Behandlung des vorliegenden Stoffes, der Hydro- 
und Aeromeclianik, im engeren Sinne eingenommen wird. 

Obwohl schon gewisse Einsichten und Kenntnisse der Hydrodynamik 
imd besonders der Hydrostatik im Altertum imd im Mittelalter zu 
finden sind • — stammt doch das beriihmte Gesetz vom statiacben 
Auftrieb von Archimedes — und obwohl spater von St e vin , Galilei 
VQid Newton diese Kenntnisse vertieft und erweitert worden sind, so 
kann man doch erst Leonhard Euler als den eigentlichen Vater der 
Hydrodynamik bezeichnen. Von ihm stammt die klare Erfassung des 
Begriffes des Eliissigkeitsdruckes, und davon ausgehend hat er die 
spater nach ihm benannten grundlegenden Bewegungsgleichungen auf- 
gestellt. Dieser groBe Mathematiker - — obwohl ein hervorragender 
Theoretiker — brachte in seiner universellen Einstellung auch den 
technischen Problemen ein groBes Verstandnis entgegen, hat er doch 
selber Begeln und Anweisungen zum Bau von Wassermaschinen und 
Turbinen gegeben. 

Spater machte sich jedoch mehr und mehr bemerkbar, daB die ein- 
setzende technische Entwicklung des 19 . Jahrhunderts den wissen- 
schaftlichen Erkenntnissen vorausgeeilt war. Die vielen neuen Probleme 
und Eragen der Praxis, wie sie die gewaltige Entwicklung der Technik 
auch auf hydrodynamischem Gebiet zeitigte, konnten durch die Hydro- 
dynamik, wie sie sich nach Euler weiterentwickelt hatte, nicht beant- 
wortet, ja nicht einmal in Angriff genommen werden. Dieses hatte 
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vor aliem seinen Grund darin, daB die Hydrod3mamik, ausgehend von 
den Eulerschen Bewegungsgleichungen, sich mehr und mehr nach der 
theoretischen Seite entwickelt hatte, unter fast ausschlieBlicher Bevor- 
zugung der reibungslosen Fliissigkeiten. Wir nennen hier die Namen 
Helmholtz, Lord Kelvin, Lamb, Lord Rayleigh. 

Mit der Praxis ergaben die Resultate dieser sogenannten klassischen 
Hydrodynamik wenig oder gar keine tJbereinstimmung. So beant- 
wortete die theoretische Hydrodynamik z. B. die iiberaus wichtige Erage 
der Praxis, wie groB der Druckverlust in Rohren oder der Widerstand 
eines in einer Fliissigkeit beWiegten Korpers sei, dahin, daB sowohl 
Druckverlust als Widerstand sich nach der Theorie zu Null ergebe. Fur 
die Ingenieure hatte also die Hydrodynamik wenig Bedeutung; denn 
einerseits waren die mathematischen Kenntnisse, die die klassische 
Hydrodynamik erforderte, recht groB, anderseits war die Moglichkeit 
der Anwendung dieser theoretischen Hydrodynamik sehr gering. So 
bildeten denn die Ingenieure — wir nennen hier die Namen D. Ber- 
noulli, Hagen, WeiBbach, Darcy, Bazin, Boussinesq — 
gestiitzt auf eine Unmenge von Versuchsdaten, eine Wissenschaft, die 
Hydraulik, aus, die in den Methoden und Zielen sich immer mehr von 
denen der Hydrodynamik unterschied. 

Wahrend die Methoden der klassischen Hydrodynamik spezifisch 
analytischer Natur waren, wurden die der Hydraulik meist synthetischer 
Art.* Die Hydrodynamik ging aus von einfachen Grundvorstellungen 
und — - indem sie fiir die Fliissigkeit gewisse mechanische Eigenschaften 
annahm * — versuchte sie auf rein analytischem Wege von dem Ver- 
halten des Fliissigkeitselementes zum Verhalten von ganzen Fliissigkeits- 
massen aufzusteigen. Anders die Hydraulik: sie ging aus von eiii.- 
fachen dhrch die Erfahrung gegebenen Tatsachen und'machte sich zur 
Aufgabe, mit diesen Erfahrungselementen kompliziertere Vorgange zu 
erklaren. Die Hydrodynamik nahm — Lurz gesagt — ihren Ausgangs- 
punkt von vereinfachten Naturgesetzen, die Hydraulik von den Natur- 
erscheinungen, 

Diese Verschiedenheit in den Methoden und den Ausgangspunkten 
der beiden Wissenschaften hing eng zusammen mit ihren Zieieri. In der 
klassischen Hydrodynamik war die alleinige’ Richtschnur der logische 
Auf ban, so daB ihr alles entging, was nicht aus den Ausgangsgleichungen 
durch Rechnung abzuleiten war. Aufgabe und Ziel der Hydraulik hin- 
gegen war es, moglichst fiir jeden Einzelfall der Praxis eine Antwort 
geben zu konnen, mochte atich der innere Zusammenhang der Einzel- 
probleme fehlen. Die theoretische Hydrodynamik schien jedes Ver- 
standnis dafiir verloren zu. haben, daB die Resultate ihrer Reohnungen 
in sehr vielen Fallen der Wirklichkeit direkt widersprachen; um mathe- 
matisch die Probleme behandeln zu konnen, wurden Vereinfachungen 
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angenommen (besonders hinsichtlich der Eeibangsfreiheit), die selbst 
als Naberungen oft nicbt statthaft waren. Anderseits war die Hydraulik 
in eine Wissenscbaft von Einzelproblemen zerfallen. Jede der immer 
baufiger auftretenden Fragen wurde durcb besondere Experimente lind 
diircb die damit gefundenen Koeffizienten ,,eriedigt‘'. Die Hydraulik 
scbien mebr und mebr eine Wissenscbaft von den Koeffizienten 
zu warden. 

Am Ende des 19. und Anfang des 20. Jahrbunderts setzte'von beiden 
Seiten eine kritiscbe Betracbtung und ein Bemiiben ein, die auseinander 
gelaufenen Eicbtungen einander zu nabern und zu vereinigen. Unter 
der Einwirkung der scbnell auf bliibenden Flugteebnik und des Turbinen- 
wesens und nicbt zuletzt unter dem EinfluB jener allgemeinen Eichtung, 
die eng mit dem Namen von F. Klein verbunden ist, jener Eicbtung, 
die es sicb zur Aufgabe macbte, die verloren gegangene Verbindung der 
reinen Wissenscbaften mit den angewandten wieder berzustellen, 
macbte die Syntbese der Hydrodynamik und der Hydraubk groBe 
Fortscbritte. 

Im AnscbluB an diese Bemerkungen iiber die Entwicklung der 
Hydrodynamik kdnnen wir nun leicbt die Art und Weise kennzeicbnen, 
in der versucbt werden soil, den Stoff zu bebandeln. Eben diese Syn- 
tbese von Tbeorie und Praxis soil' im Vordergrund steben. Die tbeore- 
tiscben Betracbtungen und Entwicklungen werden nicbt losgel5st von 
den Erfabrungstatsacben, sondern vielmebr in enge Beziebungen zu 
ibnen gestellt; anderseits werden die Ergebnisse der Experimente vor 
allem unter dem Gesicbtspunkt betracbtet, aus der Vielgestaltigkeit 
der Erfabrung das den Ersebeinungen zugrunde Hegende Gesetz abzu- 
leiten und mit der Tbeorie in Beziebung zu bringen. 
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Statik der Fliissigkeiten iind Gase. 

I. Oleiehgewicht und Stabilitat 

1. BereeMigung zii der Behandlimg der Fiussigkeiten 
Kontinua* Wir woilen zunachst eiaige Betraciitungen dariiber anstellen, 
auf welcbe Weise es moglicb ist, die Bewegimgen von EMssigkeiten und 
GaseHj sowie die dabei aiiftretenden GesetzmaBigkeiten zn bescbreiben, 
Eine sehr allgemeine Bescbreibung der Bewegung einer Pliissigkeit 
— aufgefaBt als Materie von molekularer Struktnr — ware die, daB 
man fur alle einzelnen Molekule die Bewegongsgleicbiingen anfstellt. 
Aber abgeseben davon, daB uns die intermolekularen Krafte nnbekannt 
sind nnd wir auch bei Kenntnis dieser Krafte weit davon entfernt waren, 
das Problem in dieser Allgemeinbeit Ipsen zu konnen (Dreikorper- 
probleml), sind es im allgemeinen gar iiicbt die Molekule oder die 
kleinsten Teilcben einer Pliissigkeit, deren Bewegung uns interessiert. 
Es bandelt sick vielmehr damm: Wie bewegt sick die Pliissigkeit als 
Ganzes, oder wie verbalten sick solcbe Teile von ibr, die scboii sebr 
viele Molekule enthalten? Welche Gesobwindigkeiten oder Beschleimi- 
gungen treten auf, welcbe Dicbte oder Temperatur besitzt die Pliissig- 
keit oder das Gas an gewissen Stellen? Wh: fragen mit anderen Worten 
nicbt nacb den Bewegungszusttoden der Molekiile selbst, sondern nacb 
deren raumlicben und zeitlicben Mittelwerten. 

tTberlegen wir uns jetzt, in welcber Weise es moglicb ist, diese 
Mittelwerte zu bilden und in welcben PMen die Mogbcbkeit dazu 
feblt, d. b. in welcben PMen es keinen Sinn mehr bat, nacb diesen 
Mittelwerten, z. B. nacb der Dicbte oder der Temperatur einer Pliissig- 
keit, zu fragen. Pubren wir beispielsweise diese Betracbtung durcb fiir 
den Begriff der Dicbte: 

Wir fassen zu dem Zweck die Pliissigkeit bzw. das Gas auf als ein 
System diskreter Massenpunkte (Molekiile), dessen raumbcbes Ausdeb- 
nungsgebiet V sein moge. tJnter der durcbscbnittbcben Dicbte dieses 
Systems verstebt man dann den Quotienten der Summe m der in V 
entbaltenen Punktmassen, dividiert durcb das Yolumen F, d. b. die 

durcbscbnittlicbe Dicbte fiir das Volumen V ist 
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Wie soUen wir Jedoch die Bifehte in einem Punkt der Fliissigkeit 
Oder des Gases definieren? 1st A der iragliche Punkt im Innern der 
Fiiissigkeitj fiir den der Ausdruck der Dichte aufgesteUt warden soil, 
so umgebenmr A durcli immer kleinere Volumina ZiFi, JFg, . . yon 
denen jedes folgende ganz im vorhergelienden enthalten sein soil 
B^zeichnen wir die Summe der in ^d F,- enthaltenen 

Massen entsprechend mit zlm^, so haben wir in eine Polge von 
Differenzenquotienten. ^ 

Wahrend fiir relativ groBe AY die durchschnittlicbe Bichte 

im allgemeinen von der GroBe A F abbangig ist (es sei denn, daB wir 
ein Gas oder eine Plussigkeit von iiberall konstanter Biobte vor uns 
haben), wird diese Abhangigkeit mit abnehmender GroBe von AT fiir 
gewohnJich geringer und scheint einem gewissen Grenzwert zuzustreben 
(da im allgemeinen fiir geniigend kleine Volumina die Bichte als kon- 
stant angesehen warden kann), bis bei noch weiterer Ferkleinerung 

immer groBere Schwankungen auftreten und bei lim Zi F = 0 selbst 

gleich Null wird oder iiber alle Grenzen wachst. Benn entweder trifft 
A mit einem Massenpunkt zusammen oder nicht. Im ersteren Pali ist 
wegen des endlichen Abstandes der Massenpunkte von einem bestimmten 
AYi an der Zahler kohstant, namlich gleich der Masse des Massen- 
punktes A, wahrend der Nenner im limes Null wird, mithin der Quo- 
tient iiber alle Grenzen wachst. Im andern Fall, daB A nicht mit einem 
Massenpunkt zusammenfallt, ist von einem gewissen A F^- ab kein 

Massenpunkt im Volumen A F, sp daB der Quotient Ton da ab 

Null bleibt und somit Null als Grenzwert hat. 

Es kommt nun darauf an, -pb' die GroBe desjenigen Volumens, fiir 

das von AF unabhangig ist, mit geniigender Genauigkeit als 

„physikalischer Punkt” angesehen werden kann, ob also sein Volumen 
so klein ist, daB seine GroBe gegeniiber den sonst auftretenden Langen- 
abmessungen vollkommen vernachlassigt werden kann. Ba nun z. B. 
bei normalen. Brucken in 1 ccm Luft 2,7*10^^ Molekule vorhanden 
sind, so erkennt man, daB in dieser Hinsicht im allgemeinen praktisch 
keine Schwierigkeiten auftreten. Benn nehmen wir beispielsweise ein 
Volumen Luft von 10 ccm Inhalt oder von f/iooo mm groBter Lange 
— ein Volumen, dessen Grdfie man im allgemeinen gegeniiber den an- 
deren vorkommenden Abmessungen vernachlassigen kann . — , so ent- 
halt dieser ,,physikalische Punkt” noch 2,7-10^ Molekiile, eine Anzahl, 
die eine verniinftige Mittelwertbildung noch sehr gut zulaBt. 

Anders werden jedoch die Verhaltnisse, wenn man Gase unter sehr 
geringem Bruck, also die Vorgange im Hochvakuum untersucht. Hier 
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konnen seiir wohl die Faile eintreten, in denen wegen des groBen mitt- 
leren Abstandes der Molektile die Volumina, die zn einer verniinftigen 
Mittelwertbildnng notig waren (dF®) so groB sind, daB sie gegeniiber 
den sonstigen Abmessungen nicbt mebr vernacblassigt werden konnen. 
Hier verliert es jeden Sinn, nacb der Dicbte des Gases in einem Punkt 
zu fragen. 

Estrapolieren wir nnn die Knrve auf Abb. 1, die den Zusammen- 
bang der durcbscbnittlichen Dicbte mit dem Volmnen zlF (auf das sie 

bezogen ist) angibt, iiber den 
I Punkt AV^ nacb Null, so macben 

1 wir damit den tJbergang vom Dis- 

|| I kontinuum zum Kontinuum und 

I I . * vom Differenzenquotienten zum 

I Differentialquotienten, indem wir 

— formal setzen: 


Die bier als ein Beispiel erfolgte 

Abb.l.ZusammenhangdermittlerenDichtemit TlAfrA oh timer lihor Dioht.A 

demVoiumeii,atif das sie bezogen ist. xJetiracnrung uDor die jjicnie emes 

Gases oder einer Plussigkeit in 
einem Punkt laBt sich analog aucb auf die anderen in Prage kommen- 
den Mittelwerte anwenden, so z. B. auf die der kinetiseben Energie der 
Molekiile, d. b. auf die Temperatur usw. 

Wir haben somit erkaimt, daB in alien denjenigen Fallen, in denen 
jener oben besproebene Grenzwert existiert imd das Volumen zl F ® mit 
geniigender Genauigkeit als physikaliscber Punkt angeseben werden 
kaim, wir yon der molekularen Struktur der Materie abseben und an 
Stelle eines Systems diskreter Massenpunkte ein Kontinuum setzen 
kdnhen. Dieser formale "Gbergang vom Diskontinuum zum Kontinuum 
ist also um so mebr bereebtigt, je geringer der durcbscbnittlicbe Ab- 
stand der Molekiile im Verbalibnis zu den ubrigen vorkommenden Ab- 
messungen ist. 


Haben wir bisber lediglicb den endbeben Abstand der Molekiile in 
Betracht gezogen, obne ibre dauernde Bewegung zu berucksiebtigen, 
so ist zu sagen, daB obne Beriioksiebtigung der Molekularbewegung 
jedes nocb so kleine Vdlmnenteilcben dauernd aus denselben Molekulen 
bestebt, d. b. ein pbysikaliscbes Individuum bleibt, wabrend man ird 
anderen Falle zu Volumenteilchen gelangen kann, die innerbalb kiir- 
zester Zeit immer wieder aus versebiedenen Molekiilen besteben und 
somit nicbt mebr als pbysikalisobe Indiyiduen angeseben werden 
konnen, Geben wir beispielsweise iii der Teilung des Volumens so weit, 
daB die Abmessungen des VoIumenteilchens /d F® von der GroBen- 
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ordnung der freien Wegltoge der Molekiile sind, §o wiirden in ein 
solches Fliissigkeitsvolumen dauernd Molekiile kinein- und heraus- 
kommen nnd es keineswegs melir als physikaliscbes Indi-viduum an- 
zusehen sein. Da es jedock im allgemeinen geniigt, bei solcken Teilcken 
ZlF^ steken zu bleiben, deren Abmessnngen nock groB sind ina Ver- 
kaltnis zm* freien Weglange der Molekiile, so konnen anck im allgemeinen 
splcke Fliissigkeitsvolumina fiir knrzere Zeiten als physikaliscke Indi- 
viduen angeseken werden nnter Vemaeklassignng, daB an der Be- 
grenzung dieses Volumens allerdings ein Anstausck von Molekiilen 
stattfindet. 

DaB bei langerer Zeitdauer die MoIekularBewegung selbst bei groBen 
Volumenabmessungen nicht vernacklassigt werden darf, tritt in drei- 
f acker Hinsickt in Ersckeinung: 1. in der Diffusion, wobei es sick um 
einen molekularen Anstausck von Materie kandelt, 2. in der inneren 
Reibung, bei der'ein Anstausck von Impuls zwiscken aneinander vorbei- 
gleitenden Flussigkeitsschickten stattfindet, nnd 3. in der Tatsacke der 
Warmeleitnng, die als ein moleknlarer Anstausck von kinetischer 
Energie anfznfassen ist. 

Seken Wir von der Moleknlarbewegung ab nnd macken den Qben 
besckriebenen Grenziibergang, indem wir den fiir ein bestimmtes 

Volnmen vorkandenen Grenzwert fiir beHebig kleinere 

Volnmenteilcken extrapolieren, entspreckend lim 4^=4^, so kaben 

ym in dem so erkaltenen Kontinnnm eine Abstraktion fiir eine reibnngs- 
lose Fliissigkeit, bei der jedes nock so kleine Volnmen dauernd ein 
pkysikaHsckes Individnnm bleibt. Dafi ein so gewpnnenes Gedanken- 
bild — als eine erste Nakernng fiir die wirklicke Fliissigkeit — nicht 
ansreickend ist, um die Gesetze der Diffusion, der Reibung nnd der 
VParmeleitung zu untersiichen oder Vorgange, bei denen diese Ersckei- 
nnngen von wesentlicker Bedentung sind, ergibt sick von selbst. Im- 
merkin kann man die Einschrankung macken, daB diese vereinfackte 
Vorstellung anck fiir zEke . Fliissigkeiten geniigt, soweit es sick um 
Gleickgewicktszustande kandelt. In. den iibrigen Fallon muB man 
jedock, wenn man die Ersckeinungen der Diffusion, Reibung oder 
Wartneleitung beriicksicktigen will, die Molekularbewegung in geeig- 
neter Form in Recknung zieken. V 

Da aber die Volumina JF®, die wir zur MittelwertbildungMer uns 
interessierenden GroBen keranzieken, immer nock so vieie Molekiile 
besitzen, daB diese Volumina' fiir kleine Zeiten als physikaliscke In- 
dividuen angeseken werden konnen, so laBt sick auck die zake Fliissig- 
keit als Kontinuum behandeln, solange die freie Weglange der Mole- 
kiile gegen die Abmessnngen der zu lintersuchenden Fliissigkeitsbereiche 
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vollkommen zu verna^cMassigea ist. AUerdings muB man, um der Mole- 
jkularbewegung Rechnting zu tragen, den funktionellen Zusammenhang 
der Auswirkung des molekularen Austausches — sei es von Materie, 
von Impuls oder von Energie — mit dem Ort und der Zeit beriick- 
siebtigen. 

Befinden sich z. B. am Boden eines mit einer Fliissigkeit gefuliten 
G-efaBes einige in dieser Fliissigkeit losliche Kxistalle, so difiundieren 
allmahlich die den Kristallen anliegenden Fliissigkeitsteile von groBer 
Konzentration in Bereicbe niederer Konzentration, bis scblieBlich die 
ganze Fliissigkeit gleiche Konzentration besitzt und sich ein Gleich- 
gewicht eingestellt hat. Bezeichnet nun n das MaB der Konzentration, 
50 lassen sich die Gesetze der Diffusion (und analog die der Beibung und 
der Warmeleitung) ableiten, wenn man die Fliissigkeit als Kontinuum 
voraussetzt, dazu aber n als Funktion von Baum und Zeit gegeben 
annimmt. 

Es kommen jedoch Falle vor, in denen die Differentialgleichungen 
unstetige Funktionen als Losungen besitzen. Dann ist das kritische 
Zuriickgehen auf das Diskontinuum notig, wenn man AufschluB iiber 
die f eineren Einzelheiten der Unstetigkeit haben will. Auch bei stetigen, 
aber in sehr kleinen Bereichen noch stark vertoderhchen Funktionen, 
bei denen die Funktionswerte (im durchgefiihrten Beispiel: die Dichte) 
selbst in den kleinsten Volumina Zl F®, die gerade noch als physikalische 
Individuen angesehen werden konnen, vertoderlich sind, ist ein Zuriiok- 
gehen auf das Diskontinuum notwendig. 

Sehen wir jedoch von diesen Ausnahmef alien ab, und setzen wir 
fiir die folgenden Betrachtungen voraus, daB bei den von uns behan- 
delten Fliissigkeiteft. und Gasen die GroBe der freien Weglange der 
Molekiile gegeniiber den Abmessungen der Flussigkeitsbereiche zu 
vernaohlassigen ist, so^konnen wir im folgenden die Fliissigkeiten und 
Gase als von Masse stetig erfiillt betrachten. Um anzudeuten, daB in 
•den oben erwahnten Ausnahmefallen Fliissigkeiten und Gase sich in 
ihrem Verhalten von einem Kontinuum unterscheiden, bezeichnet man 
sie auch als Quasi-Kontinua. 

2. Der Begriff des Flussigkeitsdruekes. Wir setzen folgenden Satz 
als eine Art Axiom an die Spitze, indem wir feststellen: 

Ein Kontinuum ist dann und nur dann im Gleichgewicht, wenn an 
j edem beliebig abgegrenzten Teil desselben die Besultierende 
der samtlichen an ihm angreifenden Krafte gleich Null ist. 

Die in Frage kommenden Kxafte konnen wir einteilen in: 

1. Oberflachenkrafte, das sind Krafte, die auf die Oberflache eines 
Korpers wirken und der Oberflache proportional sind, 

2. Volumenkrafte oder Massenkrafte, Krafte, die proportional dem 
Volumen oder der Masse sind. Beispiele fiir VolumenkrMte haben wir 
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in der Erdschwere qg, wo g die Masse der Volumeneinheit und ^ die 
Erdbeschleunigung ist, ferner in der Zentrifugalkraft. 

Betrachtet man irgendeinen sich im Gleichgewicht befindlichen 
Kdrper K (Abb. 2), an dem eine Anzahl auBerer ElrMte angreifen, 
so treten auBer diesen Klraften noch innere KiMte anf. Geht man 
von einem Diskontinnum aus und macht den Grenziibergang zum 
Koritinuum, so laBt sich leicht zeigen, daB bei der Summierung hber 
samtliche an K angreifenden KrMte die 
inneren Krafte herausf alien, da sie immer 
zweimal mit entgegengesetzter Richtung 
vorkommen. Als eine Eedingung fiir das 
Gleichgewicht eines Kontinuums erhalten 
wir somit die Forderung, daB die geometri- 
sche Summe der toBeren Krafte gleich KxiU 
sein mnB. 

WoUen wir nun doch einen AufschluB iiber 
die inneren Klrafte an irgend einer Stelle 
des Korpers haben, so konnen wir das da- 
durch erreichen, daB wir uns den Korper 
an eben dieser Stelle zerschnitten denken, 
und dafi wir dadurch die inneren KrMte zu 
anBeren machen. Da sich dann auch dieses in Gedanken abgeschnittene 
Stiick im Gleichgewicht befindet, muB die Resultierende auf der 
Schnittflache entgegengesetzt gleich der Resultierenden der ubrigen an 
dem abgeschnittenen Korper angreifenden auBeren Kr^te sein, tJber 
die Verteilung der Krafte in der Schnittflache erfahrt man allerdings 
^ durch die Anwendung dieses — besonders in der Festigkeitslehre haufig 
angewandten • — Schnittprinzips nichts. 

Noch einen zweiten Satz speziell fiir ein flxissiges Kontinuum, 
den wir entweder als einen Erfahrungssatz oder als Definition einer 
Fliissigkeit auffassen konnen, wollen wir voraussetzen: 

Bei einer Fliissigkeit stehen im Gleichgewichtsfall fiir jeden be- 
liebig abgegrenzten Teil der Fliissigkeit die Oberflachenkrafte 
senkrecht auf den Flachen, auf die sie wirken, und zwar sind sie von 
auBen nach innen gerichtet. 

Dieses Senkrechtstehen der Oberflachenkrafte bedeutet nichts 
anderes als die vollige Abwesenheit von irgendwelchen Reibungen. 

Diese Oberflachenkrafte pro Flacheneinheit, die wir Spannungen 
nennen, haben: — wieEuler^ zuerst gezeigt hat — bei im Gleichgewicht 
sich befindlichen Fliissigkeiten eine besonders einfache Bedeutung. Aus 
dem obigen Erfahrungssatz bzw. Definition der Fliissigkeit in Ver- 

^ Euler, L.;‘ Principes g6ii6rau^ de I’efcat de Tequilibre des fluides. Berlin, 
Hist, de lAcad. Bd. 11 (1755). 



Abb. 2. Im GHeichgewichtbefind- 
licher Korper. Die Eesultierende 
auf einer j^en Schnittflache muS 
gleich der Eesultierenden der 
librigen an dem abgeschnittenen 
Kbrper angreifenden auBeren 
Krafte sein. 
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bindung mit dem Axiom iiber das Gleichgewicht eines Kontinuums 
wollen wir nun eine fundamentale Aussage iiber den Spannungszu- 
stand in einer Flussigkeit herleiten. Wir machen bei dieser Gelegenheit 
zum ersteii Male Yon der in dem^ Axiom entbaltenen Anweisung Ge- 
brauch, daB wir uns aus der Flussigkeit irgendein Volumen beraus- 
praparieren, wie es gerade fiir den vorliegenden Fall praktisch ist. Ftir 
dieses Volumen steilen wir dann die Gleichgewichtsbedingungen auf 
unter Berxicksichtigung der Tatsache, daB die Oberflachenkrafte senk- 
recht auf den Oberflachen stehen. 

In diesem Fail betrachten wir ein Flussigkeitsvolumen von der 
Form eines Prismas mit rechtwinklig dreieckiger Grundflache (der Ver- 

einfachung der Rechnung wegen) und der 
Hohe 1 (Abb. 3). Bezeicbnen bs 

Oberflachenkrafte pro Flacheneinheit, d. h. 
die Spannungen auf den Flachen bzw. a • 1, 
h • 1, c* i, so muB fiir den vorausgesetzten 
Fall des Gleiehgewichtes die Summe der 
Vertikal- und die Summe der Horizontal- 
komponenten gleich Null sein. In diesem 
Fail brauchen wir die senkrecht auf die Basis- 
flachen wirkenden Krafte nicht zu beriick- 
sichtigen, da sie zu den beiden betrachteten 
ICraftrichtungen keine Komponenten liefern. 
Unter Benutzung der sich aus Abb. 3 
ergebenden Bezeichnungen ist also, wenn wir zunachst annehmen, daB 
Volumenkrafte nicht vorhanden sind und wenn wir noch die absoluten 



Abb. 3. Gleichgewicht eines 
riiissigkeitsprismas; alle drei 
Druckspannungen sind 
einander gleich. 


Betrage der Vektoren p^, p^, p^ mit ps bezeichnen, 


Pi • a — pg • c cos (a, c) = 0 
P 2 • ^ — Ps • c cos (6, c) = 0. 

Nun ist aber 

a = c cos {a, c) 
b = c cos (6, c), 

mithin 

Pa— ?>s = 0, 

also 


Die Ableitung dieser letzten Gleichung ist unabhtogig von der 
GroBe des Prismas und von seiner Orientierung im Baum. Lassen wir 
daher das Volumen des Prismas nach Null konvergieren etwa derart, 
daB sich die Flache c-7 parallel zu sich selbst nach A verschiehk so 
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sagt die Gleichung (1) also, dafi im Gleichgewicbtsfall die Kraft pro 
Fiacheneinheit, die Spannung, im Punkt A unabhangig ist von -der 
Richtung des Flachenelementes, auf das sie wirkt. Diese von der Wir- 
kungsrichtung unabhangige Spannung einer im Gleichgewicht befind- 
lichen Fliissigkeit beiBt der Flnssigkeitsdruck im Punkte A. 

Wahrend bei einem anderen Kontinunm, einem elastiscben Korper 
Oder anch einer zahen, sicb nicht im Gleiohgewiclit befindlicben Fliissig- 
keit, der Spannungszustand in einem Punkt durch die Form und die 
Orientierung eines Ellipsoides und damit durch 6 Zahlenangaben ge- 
geben ist, geht* dieses Spannungsellipsoid bei einer im Gleichgewicht 
befindliehen Fliissigkeit in eine Kugel iiber, die zur eindeutigen Be- 
stimmung nur eine Zahlenangabe erfordert. 

■ Es ist nun eine Erfahrungstatsache, da6 die Fahigkeit zaher Fliissig- 
keiten, tangentielle OberflachenkrMte (Schubspannungen) aufzunehmen, 
um so geringer wird, je weniger zahe die Fliissigkeit ist. Machen wir 
jetzt den Grenziibergang zu Fliissigkeiten ohne jede Zahigkeit, so 
schreiben wir dieser ,, ideal reibungslosen Fliissigkeit** die Eigenschaft 
zu, keine Schubkrafte aufnehmen zu konnen. Bei reibungslosen Fliissig- 
keiten steheii somit die Oberflachenkrafte in alien Fallen (nicht nur 
im Gleichgewichtsfall) senkrecht auf den Oberflachen eines jeden Fliissig- 
keitsteiles. Der Druck in einem beliebigen Punkt einer ideal reibungs- 
losen Fliissigkeit ist also in jedem Falle unabhangig von der Orientie- 
rung des Flachenelementes, auf das er wirkt,^= d. h. der Fliissigkeits- 
druck ist durch eine Zahlenangabe eindeutig bestimmt. Das Spannungs- 
ellipsoid geht bei der reibungslosen Fliissigkeit (auch fiir Nichtgleich- 
gewichtszustande) in eine Kugel iiber. (Der Spannungszustand in einem 
Punkt einer reibungslosen Fliissigkeit wird somit durch einen Skalar 
bestimmt, wahrend der allgemeine Spannungszustand einer zahen 
Fliissigkeit durch einen symmetrischen Affinor (vgl. Nr. 44) gekenn- 
zeichnet wird ) Fiihren wir in einem Kontinuum (elastischer Korper, 
Fliissigkeiten) einen beliebigen Schnitt aus, so steht bei einer reibungs- 
losen Fliissigkeit die Resultierende der inneren Elrafte am Orte des 
Schnittes immer senkrecht zur Schnittflache, wahrend bei zahen 
Fliissigkeiten und bei elastiscben Korpern die Resultierende der Span- 
nungen im allgemeihen nicht senkrecht zur Schnittflache steht. 

DaB im Gleichgewichtsfall auch fiir zahe Fliissigkeiten der 
Druck senkrecht zur Oberflache des betrachteten Flussigkeitsteilchens 
steht, laBt sich auch noch so einsehen: Betrachten wir zunachst einen 
Korper von dem Gewichte (?, der langs einer Ebene unter Gber- 
windung der Reibungskraft fortbewegt wird (Abb. 4), so ist die 
Resultierende der von dem Korper auf die Ebene ausgeiibten KrMte 
(G und Kr) unter einem gewissen Winkel a gegen die Normale von £J 
geneigt. Es ist nun eine wesentliche Eigenschaft .jeder Fliissigkeit im 
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Gegensatz zu den eiastischen fasten Korpern, daB bei nacb Null kon- 
vergierender Formanderungsgeschwindigkeit — also im Gleichgewicbts- 
fall — a ebenfaiis nacb Null konvergiert^ d. h. aucb die zaben Flxissig- 
keiten konnen im Gleicbgewicbtsfall keine Scbubspannungen aufnebmen. 

Haben wir den Begriff des Fiussigkeitsdruckes zunacbst abgeieitet 


unter Vernacblassigung von VolumenkrMten, so konnen wir ihn leicbt 



aucb fiir den Fail, daB Volumenkrafte vor- 
banden sind, erweitern. Da namlicb die Ober- 
flacbenkrafte proportional der zweiten Potenz, 
die Volumenkrafte jedocb pjoportional der 
dritten Potenz der linearen Abmessung des be- 
tracbteten Flussigkeitsteilcbens sind, so laBt 
sicb der verbaltnismaBige Anteil der Volumen- 


Gewicht unter jedes beKebige MaB berunter- 

Oberwindpg der Beibungs- drucken,wenndasinFrage kommendeFlussig- 
kxaft jBTr mugs einer Ebene ® t ® 

imGieichgewichtsfaiiergibtsioh keitsteilcben nur geniigend Mem genommen 
bei festen Korpem (trockene .itn i i -m.. 

Keibung) ein endiicher Winkei wird. Da aber bei der Ablcitung des Flussig- 
a, bei fius^gen Ko^em wird a jg^gitsdruckes das Volumen des Prismas nacb 


Null konvergiert, gilt die obige Ableitung aucb 


strong fur den allgemeinen Fall, daB auBer den Oberflacbenkraften aucb 


VolumenkrMte vorbanden sind. 


3. Zusammenhang der Druckverteilung mit der Tolumenkraft. Wir 
woilen jetzt die Frage bebandeln: Wie bangt im Gleichgewichts- 
f all der PMssigkeitsdruck mit den Volumen- oder Massenkraften, die 
wir aucb als die (von auBen) eingepragten Krafte bezeicbnen, zusammen 1 
Die Einbeit der Kraft g sei die Kraft pro Masseneinheit, der Dimension 
nacb also eine Bescbleunigung. Wird aucb spater im allgemeinen als 
Massenkraft in erster Linie die Erdschwere g in Frage kommen, so 
gelten die folgenden tJberlegungen docb ganz allgemein fiir beliebige 
MassenkrMte. 

Ein Kraftfeld sei definiert durcb die als stetig vorausgesetzte Orts- 

funktion des Kjaf tvektors g. Wir 
denken uns nun ein diinnes Zy- 
lindercben, dessen Erzeugende 
senkrecht zu g ist (Abb. 5). Ftir 
den vorausgesetzten Fall, daB 
die Fliissigkeit sicb im Gleich- 
gewicbt befindet, miissen die Besultierenden in drei aufeinander senk- 
recbten Eichtungen gleicb Null sein. Betracbten wir bier ledigbcb die 
Eicbtung parallel der Zylinderacbse, so stellen wir zunacbst fest, daB 
alle MassenkrMte und aucb die OberflacbenkrMte auf dem Zylinder- 
mantel senkrecbt zur Zylinderacbse steben. Wir haben also nur die 
Krafte und zn betracbten. Diese sind entgegengesetzt ge- 



Abb. 5. Gleichgewicht eines Eliissigkeits- 
zylinderchens, dessen -Erzengende senkrecht zur 
Bichtung des Braftfeldes ist; pi—pz. 
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richtet. Ihr GleichgewicM liefert daher 

Ba aber die Lage des Zyiinders in der zu g ortbogonalen Flache be- 
liebig war und wir beliebig viele solche Zylindercben aneinanderreiben 
konnen, so ergibt sicb bieraus (wenn man die Querscbnittsflacbe des 
Zylinders nacb Null konvergieren laBt) der Satz : 

In jeder Grtbogonalflacbe des Kraftfeldes g ist der Druck konstant. 

Biese Flacben gleichto Bruckes werden axicb - — in Anlebnnng an 
die Wasseroberflacben, in denen aucb gleicber Brack, namHcb der 
Atmospbarendruck, berrscbt — Niveanflacben genannt. 1st ein 
Vektorfeld nicbt „fiachennormar‘, d. b. besitzt es kerne Orthogonal- 
flacben, so ist aucb kein Gleicbgewiebt moglicb. So besitzt z. B, ein 
Scbraabenvektorfeld keine Grtbogonalflacbe. Fine Fliissigkeitsmasse 
anter der Einwirkung eines solcben Kraftfeldes warde zu kreisen an- 
fangen und sicb nicbt in einem Gleicbgewiebt befinden konnen. 

Ein besonders wiebtiges, flacbeimormales Kraftfeld ist dasjenige, 
dessen Vektor g eine Kraftefunktion U besitzt, d. b. dessen Vektor 
der Gradient eines Skalars U = f (x, y, z) ist: 

g = grad 17, 

in Komponenten: 

d x 
dy 

' 9 * ~ dx” 

g = konst, ist somit gleicbbedeutend mit 17 = konst. Man nennt ein 
solcbes Kraftfeld ein Potentialfeld. Ba die Flacben 17 == konst. Grtbo- 
gonalflacben des Kraftfeldes g sind, auf diesen jedoch nacb Vorberigem 
aucb der Brack konstant ist, so ist fiir den Fall eines Fotentialfeldes 
der Brack allein eine Funktion von U: 

Hat das Vektorfeld g keine Kraftefunktion, so ist es im allgemeinen 
aucb nicbt f lacbennormal ; es gibt zwar Falle, in denen ein Vektorfeld 
kein Potential, aber docb Normalflacben besitzt. Man kann solche 
Felder immer auf die Form g = grad 27-/(r, y, z) bringen. Im all- 
gemeinen ist bier aber kein Gleicbgewiebt moglicb, es sei denn bei 
sehr speziellen Biobteverteilungen. Bas Gleicbgewiebt ist dabei aber 
immer instabil. 

Wir geben jetzt dazu iiber, die Abbtogigkeit des Bruckes von der 
Volumenkraft in der Eichtung des Kraftvektors zu untersuchen. Zu 
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dem Zweck betracliten wir ein Flussigkeitszylmderchen, dessen Er- 
zeugende parallel zu g ist, und dessen Grundflacben dJI sich. in zwei 
Flachen mit dem konstanten Druck p bzw. p + dp befinden (Abb, 6). 

Stellen wir fiir dieses Fliissigkeitszylinderchen die Gleicbgewicbts- 
bedingiing fiir die Riobtung des Kjraftvektors g auf, so fallen wieder 
alle Druckkrafte auf die Mantelflache des Zy- 
Th-konst Imdercbens fort, da diese samtlioh senkrecbt zur 
^ Richtung der betracbteten Elraftkomponente 
g stehen. Die Betrachtung der iibrigbleibenden 

\ 7 L 2 -konsf. Kxafte ergibt, daB das Gewicht des Fliissigkeits- 

“ ^ r^' zylinders entgegengesetzt gleich der Differenz der 

Dpuckkrafte auf den Grundflachen des ZyHn- 
^1 ders sein muB. Bezeichnen wir mit q die Masse 

I- .der Volumeneinbeit, so ergibt sicb mit den Be- 

zeichnungen der Abb. 6 

QdhAF^ = (p + dp) AF-pAF^ dpAF 

= - = ( 3 ) 


Hiermit baben wir einen fiir die Statik der Flussigkeiten ungemein 
wicbtigen Satz gef unden : 

Der Druck im Innern einer Fliissigkeit wacbst in der Richtung der 
eingepragten Kraft derartig, daB seine Zunabme pro Langeneinbeit 
gleicb dem Produkt aus Dicbte und eingepragter Elraft ist. 

Betrachten wir die Zunabme des Druckes in anderen zu p = konst, 
nicht senkreobten Ricbtungen, so erkennt man leicbt, daB es sicb in 

^um den Gradienten von p handelt, so daB wir allgemein schreiben 
konnen 

gradp = ^g (3a) 




Fur den Fall, daB g die Erdscbwere bedeutet^ also g = p parallel z 
ist, ^ vereinfacben sicb die letzten Gleicbungen zu 


Dieses Vorzeicben von ist richtig,. wenn die poMtive z-Acbse nacb 
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unten gerichtet ist. Wird s nach oben positir gereebnet, so ist 




Setzen wir jetzt voraus, dafi das Kjraftfeld ein Potential besitzt, 
so ist, wenn h parallel g ist, 

dU ... 

■5r = 9- w 


In Verbindung mit (3) ergibt das 

dp==QdU; (5) 

da abeir nach (2) der Druck eine Funktion von U aliein ist, haben wir 

%-e-rm 

Oder 

QdU +k.o-mt., 

d. b. bei bekannter Verteilung der Dicbte laBt sicb /(?7) einfacb dnreb 
Integration bestimmen. 

Aus ^ = /'(U") ergibt sicb, daB fiir 17= konst, ancb die Dicbte. 
konst ant ist. Da wir scbon weiter oben gef unden baben, daB auf 
den Flacben konstanten Potentials aucb p= konst, ist, so konnen wir 
— wenn wir die Zustandsgleicbung eines Gases T) = 0 heran- 

zieben — sagen, daB unter der Einwirkung einer Potentialkraft der 
Zustand des Gases auf einer Niveauflacbe konstant ist. 

In vielen Fallen ist die Abbangigkeit der Dicbte vom Druck ge- 
geben, z. B. bei adiabatiscben Zustandsanderungen von Gasen; dann 
baben wir nacb (5) 


J^=Cr+konst. Oder = 

Pl 

wo bei Ke^ntnis der Abbangigkeit zwiscben p und q berechnet 

werden kann. Das Integral das selbst wieder eine Funktion von 
p bzw. p ist, nennen wir die Druckfunktion und bezeicbnen sie mit 



wo pj^ einen beliebigen Anfangswert bedeutet. 

Mit dieser einfacben linearen-Beziebung zwiscben Druckfunktion 
und Kraftefunktion ist die Druckverteilung einer unter dem EinfluB 
einer Potentialkraft sicb im Gleicbgewicbt befindlicben Flizssigkeit 
prinzipiell Medigt. 

Tietjens, Hydromechanik. 2. Auf I. 2 
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4* StaMIitat der GleicIigewieMslagen. Wir nenrien ein Gleichgewiciit 
dann stabil, weim durcb jede beliebige kleine Verscbiebung ein soicher 
Zustand gescbaffen wird, der danach strebt, den alten Gieicbgewicbts- 
zustand wieder berznstellen, iabil dagegen, wenn das gestorte System 
sicb von der alten Gleicbgewichtslage zu entfernen strebt, indifferent 
scbMeBlich, wenn der Fliissigkeit beliebige Verschiebnngen erteilt war- 
den konnen, ohne daJB das Gleicbgewicht gestort wird. 

Um bei einer Fliissigkeit festzustellen, welcher Gleicbgewichts- 
znstand besteht, nebmen wir in Gedanken ein gewisses Quantum 
der Fliissigkeit und verschieben es um einen passenden Betrag entgegen 
der Kxaftricbtung. Hat es dort nacb der Verscbiebungg^eine groBere 
Bicbte als die umgebende Fliissigkeit, so wird es offenbar wieder zuriick- 
sinken und zur friiberen Gleicbgewicbtslage zuriickzukehren streben. 
Die Fliissigkeit befindet sich in diesem Falle im stabilen Gleicbgewicht 

Eesitzt das verscbobene Fliissigkeitsquantum an der neuen Stelle 
eine geringere Dicbte als die umgebende Fliissigkeit, so erfabrt es durcb 
sie einen bydrostatiscben Auftrieb, d. h. es ist bestrebt, sicb nocb mebr 
aus seiner urspriinglicben Gleichgewicbtslage zu entfernen; die Fliissig- 
keit befindet sicb im labilen Gleicbgewicbt. 

Findet ein Fliissigkeitsquantum bei jeder beliebigen Verscbiebung 
in seiner Umgebung die gleiche Dicbte, die es selbst nacb der Verscbie- 
bung besitzt, so befindet sicb die Fliissigkeit im indifferenten Gleicb- 
gewicht. 

ist die Dicbte unabbangig vom Druck, d. b. baben wir eine in- 
kompressible Fliissigkeit, und ist die Verscbiedenbeit der Dicbte nur 
durcb die Inbomogenitat der Fliissigkeit bedingt (baben wir z. B. in 
einem GefaB iibereinander gelagerte Salzlosungen von versebiedener 
Konzentration), so ist — wenn wir die Ricbtung von h mit der Kraft- 
ricbtung zusammenf alien lassen — die Fliissigkeit 

im stabilen Gleicbgewicbt, wenn 0 > 

im labilen Gleicbgewicht, wenn "fv ^ ^ » 

do 

im indifferenten Gleicbgewicbt, wenn = 0 
1st.' 

Bei kompressiblen Fliissigkeiten, bei Gasen, sind die Vorgange in- 
sofern etwas verwickelter, als das Gasteilcben bei seiner Ortsverande- 
rung aucb seine Dicbte andert dadurch, daB es in eine andere Mveau- 
flacbe von anderem Druck kommt. 

^ Man kann naturlicb ebenso aucb eine Verscbiebung in Riobtung der 
eingepragten Kraft vomebmen. Im Fall der Stabiliat bat das verscbobene 
Quantum kleinere Dicbte als die neue Umgebung und kehrt aucb bier zuriick. 
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Im II. Kapitei unter Nr. 15 werden wir die Stabilitat von Gasmassen 
behandein und die dabei in Recbnung zu ziehende Abbangigkeit der 
Bicbte von dem Druck eingebend beriicksiclitigen. 

5. Hydrostatiscbe Druckgleicliuiig. Haben wir bisber von dem Kraft- 
vektor g nur vorausgesetzt, daB er eine stetige Funktion des Ortes ist 
und nur in gewissen Fallen angenommen, daB dieses Vektorfeld eine 
Kxaftefunktion besitzt, so woilen wir weiterbin den speziellen Fall be- 
tracbten, daB g die Erdscbwere bedeutet. Die Erdscb^yere ist eine naeb 
dem Mittelpunkt der Erde gericbtete Zentralkraft und besitzt, wie jede 
Zentralkraft, eine Kraftefunktion, die wir — • wie bisber — mit 77 be- 
zeicbnen woilen. V = konst, sind somit, wenn von der Kriimmung 
der Erdoberflacbe abgesehen wird, Ebenen parallel der Erdoberflacbe. 
Die ilicbtu;ng von A woben wir entgegen der friiberen Bezeicbnung von der 
ErdoberflacbenacbauBen, wiealigemeinublich, positiv recbnen, Dadurcb 
tritt der besproebene Vorzeicbenwechsel in (4) ein, so daB wir baben: 

gr = — Oder g(h — h-J = U-^—U. 

Da anderseits nacb (5) 

Pi 

ist, so ergibt sicb 

V . 

Hierin baben wir eine Beziebung, die es ermogbebt — unter Vor- 
aussetzung der Kenntnis des Zusammenbanges des Druckes mit der 
Dicbte — , Hohenmessungen auf Druckmessungen zuriickzufubren, wo- 
zu nocb die Messung der Temperatur kommt, um aus dieser und dem 
Druck nacb der Zustandsgleicbung die Dicbte zu berecbnen. Diese 
Gleicbung, in der die barometriscbe Hobenformel steckt, kommt be- 
sonders bei Messungen von Lufthoben zur Anwendung^. Die Abnabme 
der Erdbescbleunigung mit zunebmender Kobe, die durcb die Kugeb 
gestalt der Erde bedingt ist, kann im allgemeinen vernacblassigt wer- 
den, da der hierdurch verursachte Febler bei Hoben von etwa 10 km 
weniger als ^/5% betragt. Denn bedeutet B den Erdradius und die 
Erdbescbleunigung auf der Erdoberflacbe, so ist die Erdbescbleuni- 
gung (g) in einer Hobe A gegeben durcb 

: _ " / B ■ .i' , ' 

S' ~ ViJ + aJ ~ ■ 

^ Im II. Kapitei kommen wir ausfubrliciier auf diese Gleicbung und ihre 
Anwendung zur Hohenmessung zuriick. 


2 * 
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Dafiir konnen wir als Naherungsformel schreiben 

g = go{l-^). 


Es ist also : 


U= fgdh = goUl- 


2A^ 

Bj 


dh 


Fiir R 


6370 km und z. B. h — 10 km ist 


B 


16 m . 


Das ist die Korrektionshohe, um die ein bestimmter Wert von Z7 und 
damit von p verlegt werden mu6, um der Abnahme von g^' wegen der 
Kugelgestalt der Erde gerecht zu werden. Wie man erkennt, macht 
das Korrektionsglied bei einer Kobe von 10 km nocb nicbt Ve % aus. 

Fassen wir zu einer GroBe zusammen = y), so haben wir 
indem y das Gewicbt der Volumeneinbeit und kdnnen 

(7) schreiben: 

3>i 

*dp 
~ 


Ji’ 




( 8 ) 


Besonders einfach werden die Verhaltnisse, wenn q und damit 
auch y als konstant angenommen werden kann, wie z. B. bei Wasser 
von iiberall gleicher Temperatur. (8) geht dann iiber in 

^ — h = jiPi — p) 

Oder 

p = Pi — y{h — hj). 

Legen wir den Ursprung unseres Bezugssystems noch so, daB Ai— 0 
ist, d. h. bezeichnen wir den Druck an der Stelle h = 0 mit pj, so bleibt 

— : ^9) 

(Druckgleichung der Hydrostatik.) 

Wir haben in dieser Hauptgleichung der Hydrostatik also den Satz, 
daB der Druck nach unten zunimmt, und zwar pro Langeneinheit um 
das Gewicht der Yolumeneinheit, was wir in Differentialform auch 
schreiben konnen: 

' dp ' ■ 

■ dh=—^- ■ 


(9a) 


6. Anwendungen der hydrostatischen Brackgleichung. Kommuni- 
zierende OefaBe. DaB die Elxissigkeitsspiegel zweier kommunizierender 
GefaBe m derselben Horizontalebene liegen miissen, geht unmittelbar 
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aus der Druckgleichting liervor (da an der Oberflaciie der gleiche Atmo- 
spharendruck kerrscht), laBt sick jedock auck direkt einseken nnter 
Anwendnng eines von Stevin^ zuerst kenutzten sogenannten Er- 
staiTiingsprinzips. AUgemein ansgedriickt 
lautet dieses Prinzip : Ein im Gleickgewickt 
befindlickes System (z* B. ein Hebei- 
system) bleibt im Gleickgewickt, wenn 
kinterker beiiebige Teile des Systems als 
Starr angenommen werden. Stevin, der 
dieses Prinzip speziell auf kydrostatiscke ^ 

Probleme anwandte, ging da von aus, daB 
ein beliebiges Quantum Wasser, in Wasser 
derselben Dichte eingetaucht, an jeder 

Steile im Gleickgewickt sick befinden miisse, so ergibt sich das (^setz der 

und daB dieses Gleickgewickt auck dann 

nickt gestort werden konne, wenn man annimmt, daB einzelne Teile 
des Wassers — unter Beibekaltung derselben Dickte — erstarren 
wxirden. 



Um dieses Prinzip auf den Fall der verbundenen GefaBe anzuwenden, 
denken wir uns ein GefaB G (Abb. 7) mit Wasser . gefiillt. Das kerr- 
sckende Gleickgewickt kann nun offenbar nickt aufkoren zu besteken, 
wenn man gewisse — an sick beiiebige — Teile des Wassers (unter 


Beibekaltung seiner Dickte) erstarren 

laBt. Lassen wir jetzt alles Wasser er- S ^ 

starren bis auf das Wasser, das dem- H 4^*^ 

jenigen in dem kommunizierenden Ge- h ^ ijr^' 

faB entspricht, so erkennt manpdaB ■ 

das flussig gebliebene Wasser auck in I 

dieser Form sick im Gleickgewickt -:| § ' ■ 

befindet. p H y-m I 

Eine praktische Anwendung der L B B 

kommunizierenden Bohren kat man i-JBHB^I 

in den Fliissigkeitsmanometern, mit , , C ^ * 

r - Abb, 8 a u.b. Manometer zurDrackmessung 

denen man vielfack den Druck von von Gasen (8 a>. Manometer znr Messimg 
Q Bt des Atmospha-rendrackes (8 b). 


Haben wir in dem reckten Sckenkel des in Abb. 8a sokematisch 
gezeickneten Manometers ein Gas eingesckiossen, und kat sick ein 
Gleickgewickt eingestellt bei einem Wasserspiegel im linken Sckenkel 
von der Hoke so ist, wenn wir mit p den I>ruck des Gases, mit 
den Atmospkarendruck, mit Pi den Druck im Manometer an seiner 


^ St evin, S.: Be Beginselen des Waterwickts. Leyden 1586 odor: Oevres 
mathematiques. Leyden 1634. 
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tiefsten Stelle und mit y das Raumgewiclit des Wassei:s bezeichnen, 

?i = Po + y^ 

2’i==p + y^2. 

mithin 

iP = Po + r (^1 ■“ ^ 2 ) == + 7 ^ - 

Man kann auch den Atmospharendruck selbst zur Messung bringen, 
wenn man in dem geschlossenen Teil des i7-Rohrs eine Lnftleere ber- 
stellt (vgl. Abb- 8b) ; es ist dann der Druck 2 ? = 0 nnd somit 

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung der kommunizierenden 
GefaBe bietet die hydrauliscbe Presse. Abb. 9 zeigt das Prinzip dieser 

Pressen, mit denen sich betracbtliche Ejcafte 
— bis 300 1 und mehr — verhaltnismaBig 
ieicht ausiiben lassen. Die beiden verscbie- 
den groBen Offnungen der kommunizierenden 
GefaBe sind mit gut gedichteten Kolben 
versehen, deren Querschnittsflachen F-^ bzw. 

sein mogen [F-^ < F^. Wird auf den 
kleineren Kolben die Kraft P ausgeiibt, so 
ergibt sich daraus an der Beruhrungsfiache 
des Kolbens mit dem Wasser ein Flussig- 
keitsdruck p, der sich aus der Gleichung 

P = p-F^ 

bestimmt. Infolge des Druckausgleiches 
durch die Fiiissigkeit stellt sich auch an der 
unteren Flache F 2 des groBeren Kolbens der 
gleiche Druck ^ ein, der jedoch — da er auf der grdBeren Flache Fg 
zux Wirkung kommt — die groBe Kraft 

Q = p-F^ 

ausubt. 

Es ergibt sich somit 

<3=P-|. 

7. Hydrostatischer Bruck auf Wande und Boden. Alle hier auftreten- 
den Fragen werden iin wesentlichen durch die hydrostatische Grand- 
gleichung p = jPq + yh gelost iinter Berucksichtigung der Tatsache, 
daB der Druck in senkrechter Richtung zur Begrenzungsflache wirkt. 

Die auf eine wagerechte Flache F (Bodenfiache eines GefaBes) vom 
Flussigkeitsdriick ausgeubte Kraft ist somit 

P = F{p’—po) =^Fyh. 



Abb. 9. Prinzip der hydraulischen 
Presse: „ 
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Der Bodendruck P ist also unabhangig von. der Form des GefaBes 
und nur abbangig von der GroBe der Bodenfiachoj der vertikalen Hobe 
der Fliissigkeitsoberflacbe iiber dem Boden imd dem Banmgewicbt der 
Fliissigkeit. Die in Abb. 10a — d dargestellten GefaBe verscbiedener For- 



Abb. lOa, c 11 . d. Gefa0e verschiedenartiger Form, die bei gleicher 
Hdhe der Fliissigkeit gleichen Bodendruck besitzen. 


men besitzen bei gleicber Bodenflacbe und bei gleicber Wasserbobe 
den gleicben Bodendruck P. 

Diese als bydrostatiscbes Paradoxon bekannte Tatsaohe, daB sebr 
verschiedene Wassermengen denselben Bodendruck ausiiben konnen, 
daB die auf den Boden ausgeiibte Kraft unter Umstanden sogar groBer 
sein kann als das Gewicbt der gesamten Fliissigkeit (Abb. 10c), laBt 
sicb aucb leicbt mit Benutzung des Erstarrungs« 
prinzips erklaren. Betracbten wir beispielsweise 
den Fall des in Abb. 10c dargestellten GefaBes: 

Wir denken uns zu dem Zweck ein zybndriscbes 
GefaB mit der Grundflacbe F bis zur Kobe h mit 
Wasser gefiillt (Abb. 11). Diese im Gleicbgewicbt 
befindbcbe Wassersaule iibt offenbar auf den 
Boden eine Eoraft 



P=:FyJ^ 

aus. Nun kann aber das Gleicbgewicbt und so- 
mit die auf den Boden wirkende Kraft sich nicbt 
Mdern, wenn man gewisse Teile des Wassers (in 
der Abb. scbraffiert) sicb erstarrt denkt, so daB 
die flussig gebbebene Wassermasse von der Form 
Abb. 11 den gleichen Bodendruck ausiibt wie die 


Abb. 11. Ein mit Wasser 
gefiilltes Oefafi; denkt 
man sicb den sehrUg 
gestrichelten Teil unter 
Beibehaltung seiner 
Dichte erstarrt, so ergibt 
sicb, da0 der Bodendruck 
unabbangig von der 
Form deS GefaBes und 
niir abbangig von der 
H6he der Fliissigkeit ist. 


in Abb. 10 c dargestellte. Durch zweckentsprecbende Wahl der sicb 


erstarrt gedacbten Wasserteile laBt sicb diese Erscbeinung ebenfalls 
bei den anderen in Abb. 10 angegebenen GefaBformen erklaren. 


Der Flxissigkeitsdrupk auf eine Wand wird gleicbfalls mit der hydro - 
statiscben Hauptgleicbung berecbnet, nur ist zu beriicksicbtigen, daB 
in diesem Fall h und soruit p auf der Flacbe nicbt konstant ist. 

Betracbten wir speziell den FaU, daB es sicb um cine senkrechte 
Wand eines GefaBes bandelt und fragen wir, wie groB die Kraft ist, 
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die auf einen Teil dieser Flache ausgeubt wird, so ergibt sicb aus dem 
Jinearen Zusammenbang des Druckes mit der Hdhe folgende Beziebung: 
Erricbten wir (Abb. 12) iiber der Flaehe F ein gerades Prisma und 
schneiden von diesem Prisma durch eine nnter 45^ gegen die Wand 
geneigte Ebene;» die den Wasserspiegel in. FE scbneidet, ein Stuck ab, 
so ist offenbar das Volumen dieses abgeschnittenen Prismas ( F), multi- 
pliziert mit dem Raumgewicbt der Pliissigkeit, gleich dem I)ruck auf 

die Elache F, Die Hoben des Pris- 
mas an den verscbiedenen Stellen 
YonF entsprecben nacb Konstruk- 
tion den an diesen Stellen herr- 
schenden Drucken auf die Seiten- 
wand. 

Unter Benutzung der bydro- 
statiscben Hauptgleicbung erbalten 
wir fiir den Druck P auf die 
Seitenflacbe F 

jp 

P = J(p — pg)dF, 
wenn der Druck fxir h :=0 ist (Atmospbarendruck) ; oder da 

V — n = 
ist, 



Abb. 12. Hydrostatlscher Seitendruck. 


P ^-yjhdF =yFK, 

wennJ ^0 die Entfernung des Scbwerpunktes der Flacbe P vom Fliissig- 
keitsspiegel ist. 

Fragen wir nacb dem Angriffspunkt der resultierenderi Kraft P 
und beriicksicbtigen wir dabei, daB das Produkt aus Ebraft (P) und Hebel- 
arm (A^) gleicb dem resultierenden Moment aus alien einzelnen Kraften 
sein muB, so baben wir 

' ■ ” F 

P\^j{p-f^)dFh 

Oder mit f = hy 

P7ii==yfh^dF^yJ, 

wenn J das Tragbeitsmoment der Flacbe P bedeutet. 

Bezeicbnen wir mit Jq das Tragbeitsmoment fiir die Scbwerpunkts- 
achse, so ist bekanntbcb 

J=^Fhi + Jo, 

und wenn wir nocb setzen (Abb. 13) : 

' d} 
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so ist 
mithin 


P + Pa 


PAo + y«^o j 


a = - 


yFH + yJo 

Fho • 

1st beispielswiseP ein Eechteck, so ist, da das Tragheitsmoment 

hP 

durcii die borizontale Schwerpunktsachse Jo = horizon- 

tale, Pdie vertikale Seite des Bechtecks): 

hP __ P 

12 Aq 


Beriihrt das Rechteck mit seiner oberen Seite 

den Wasserspiegel, so ist wegen Ao = -|- 

l 


6 


8. Hydrostatischer Auftrieb und Stabilitat, 


£ 


£ 




f 

1 

L 




Hc an 



Die Erklarung der Erscheinnng, daJB ein in eine Abb. is. Angriffspunkt der 


Fliissigkeit getauchter Korper scheinbar an Ge- 


Gestalt. 


wicht verliert, laBt sich entweder nach dem 
Erstarrungsprinzip oder mit Hilfe der hydrostatischen Druckgleichnng 
durchfiibren. 

Wie wir gesehen haben, bleibt eine im Gleichgewicht befindliche 
Eliissigkeit auch dann noch im Gleichgewicht, wenn ein beliebiger Teil 
von ihr erstarrt, ohne dabei ein anderes Banmgewicht anzunehmen. 
Dem Gewicht dieser erstarrten Flussig- 
keitsmasse stehen die DruckkrMte 
gegeniiber, die unter der erstarrten 
Fliissigkeitsmasse groBer sind als hber 
derselben. Die Besultierende dieser 
Druckkr^te mnB nun gleich dem Ge- 
wicht der erstarrten Fliissigkeitsmasse 
sein. Ersetzt man den als erstarrt ge- 
dachten Fliissigkeitsteil durch einen 
anderen Korper der gleichen Gestalt, 
den man kiinstlich an der betreffen- 
den Stelle gehalten denkt, so bleiben 
die KrMte aiif diesen Korper, d*. i. aber der Auftrieb 



Abb. 14. Hydrostatischer Aiiftrieb: die 
Hesultiereade der Dmckkraffe anf der 
gesamten Oberfldche ist gleich dem 
Gewicht der verdrangten fliissigkeitsmasse. 


die gleichen. 

Rechnerisch ergibt sich der Auftrieb so: Nach Abb. 14 ist 


Oder mit 


2>i — P2 = 7 (*2 — A) 


A = ■ 

A = yr^ 


■hj)dF 


Oder 
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wo F das Volumen desKorpers ist. Ein in eine Fliissigkeit vom Raum- 
gewicht 7 voilstandig eingetauchter Korper erf alirt also einen Anftrieb — 
Oder eine scheinbare Gewicbtsabnahme — vom Betrage des Gewicbtes der 
von ihm verdrangten Eliissigkeitsmasse, wobei die Auf triebskraf t immer 
im Scbwerpunkt der verdrangten Eliissigkeitsmasse angreift. Wirhaben 
also den Satz : 

Das Gewicht eines in einer Fliissigkeit im Gleichgewicbt schweben- 
den Oder auf einer Fliissigkeit schwimmenden Kdrpers ist gleioh dem 
Gewicht der von dem Korper verdrangten Fliissigkeit. 

Was die Stabilitat von festen Korpern in Fliissigkeiten gegen 
Drehung anbelangt, so laSt sich dieselbe fiir vollstandig untergetauchte 
Korper durch den Satz erledigen, daB sich der Korper im stabilen 
Gleichgewicht befindet, wenn sich der Schwerpunkt des Korpers 
senkrecht unter dem des verdrangten Wassers befindet; liegt er 
senkrecht dariiber, so befindet sich der Korper im labilen Gleich- 
gewicht. Das 'Gleichgewicht ist 
schlieBlich indifferent, wenn die 
beiden Schwerpunkte zusam- 
menfallen. 

Bei nicht vollstandig ein- 

getauchten Korpern (Schiffen) 

ist die Aufstellung der Stabili- 

tatsbedingung gegen Drehung 

insofern schwieriger, als bei 

Drehungen des Korpers die 

Abb. 15. Qiiersclmitt eines SchiffskQrpers; statt der Form des verdrangten WaSSCrs 

Drehung des Schiffes urn seine Schwerpunktachse S j , . ... ® 

um den Winkel — d<p wird die Wasserlinie um d<p und damit die Dage seines 

gedreht. Schwerpunktes sich andert. 

Abb. 15 zeigt schetnatisch den Querschnitt eines Schiffskorpers. 
S sei der Scbwerpunkt des Schiffes, A der des verdrangfcen Wassers, 
also der Angriffspunkt des Auftriebs. 

Denken wir uns jetzt eine Drehung des Schiffes um seine Schwer- 
punktsachse um den kleinen Winkel -^dtp oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, denken wir uns. eine Drehung der Wasserlinie um d(p, 
so moge durch diese Drehung der Scbwerpunkt der verdrangten 
Wassermasse von A nach A' riicken. Die in angreifende Schwer- 
kraft sowie die Auftriebskraft in A' sind dann natiirlich senkrecht 
zur gedrehten Wasserlinie zu nehmen, 

Es fragt sich nun: Ist das durch die Drehung des Schiffes auftretende 
Moment bestrebt, das Schiff in seine erste Lage zuruckzudrehen, oder 
hat es das Bestreben, das Schiff von seiner Anfangslage noch weiter 
fortzudrehen ? Im ersteren Falle haben wir stabiles, im zweiten Falle 
labiles Gleichgewicht. Tritt bei jeder Drehung des Schiffes kein Moment 




Gleichgewicht und Stabilitat. 


27 


auf — - in diesem Fali muB der Schwerpunkt des Schiffes mit dem des 
verdrangten Wassers immer in eine Senkrechte fallen — , so befindet 
sich das Schiff im indifferenten Gleichgewicht. 

Bringen wir die Wirkungslinien der Auftriebskrafte in A nnd A' 
im Punkte Jf zum Schnitt, und bezeichnen wir den Abstand von M 
bis S mit A, so ergibt sich nach der Drehung des Schiffes das Moment 
Qhdfy das im Falle der in Abb. 15 gezeichneten Lagebeziehungen 
offenbar bestrebt ist, das Schiff wieder aufzurichten. Wir haben somit 
hier ein stabiles Gleichgevdcht, 

Wie sich ans geometrischen Griinden ergibt, herrscht stabiles Gleich- 
gewicht, solange sich der Punkt M oberhalb von S befindet. Liegt M 
unterhalb von 8, so herrscht labiles Gleichgewicht. M wird das Meta- 
zentrum genannt und h die metazentrische Hohe. Je hoher das Meta- 
zentrum iiber dem Schwerpunkt des Korpers sich befindet, um so 
groBer ist die Stabilitat. 

9. Berechnung der metazentrisclien H5he. Wir kniipfen an die Abb. 15 
und an die dort gegebenen Bezeichnungen an. 

Betragt das Gewicht des Schiffes und somit das Gewicht der ver- 
drangten Wassermasse Q, und ist der Angriffspunkt der Auftriebskraft A, 
so haben wir nach einer Drehung des Schiffes um —d(p eine Verschie- 
bung des Auftriebszentrums um s nach A'. Das Moment Q e muB nun 
offenbar gleich der algebraischen Summe der auf der rechten Seite 
hinzukommenden und auf der linken Seite verschwindenden verdrangten 
Wasserteilchen, jedes mit seinem Hebelarm multipliziert, sein: 

F F 

Q e ^ J y dFy d<py ^ yd(p J dF 
Qe = yJd(p, 

wenn J das Tragheitsmoment des Wasserlinienquerschnittes ist ; mithin 

s==y^d(p, 

Oder, wenn wir statt des Gewichtes das Volumen der verdrangten 
Wassermasse V =— (Deplacement) einfiihren, 

^ ^ A 

£==yd(p, 

Aus der Abb. 15 ergibt sich 

£ = (A + a) d(py 

so daB man fiir die metazentrische Hohe A den Ausdruok hat: 

^ — i — a 

d<p 

odM 

h = ^ ^ a 
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Experimentell laBt sich die metazentrische Hohe bestimmen, wenn 
man ein groBes Gewicbt P von der einen Seite des Schiffes vom 
Gewicht Q anf die nm b entfernte andere Seite desselben bringt nnd 
dabei den kieinen Winkel d(p der Drehnng miBt, den das Schiff bei 

dieser wechselseitigen 


Belastung ausfulirt. 
Wie sick ans Abb. 15 
ergibt, muB dann 

Ph = Qh dq) 

Oder 

^ Qdq 

sein. 

Wir woilen nock 



Abb. 16 . Ein im Wasser sch^vlmmender prismatischer Kdrper; 
seine metazentrische Hohe ist: js 

A = — -a. 


die metazentriscke Hoke elnes in Abb. 16 vdedergegebenen Kdrpers 
von der Lange I, der Breite b imd dem Tiefgang t bestimmen. Die 
Hoke des Sckwerpunktes iiber der Bodenflacke sei c. 

Die Tragkeitsmomente der Wasserlinienquerscknitte sind 
I ' 

-jg bezogen auf die Langsachse des Sckiffes durck den Sckwer- 


Ph 


punkt, 

J 2 = ^ bezogen anf die Querackse des Sckiffes dnrck den Sck-wer 
punkt. 

Wie wir geseken kaben, ist 

£ 

V 


= — 


d, h. die metazentriscke Hoke h und damit die ’ Stabilitat ist um so 
kleiner^ je kleiner das Tragkeitsmoment J ist. 

Da wir annekmen, daB J > 6, also J^ > /i ist, so kaben wir als 
MaB der geringsten in nnserem Fall vorkommenden Stabilitat 

£ __ IIP 

V 12F ®-, 


h = 


Setzt man ' F = Iht und berticksicktigt man, daB a 
so ergibt sick fiir die metazentriscke Hoke: 

62 / 


ist, . 




62 

12 f 


a = 


12 1 


ic — 




Solange > c — ist, kaben wir ein positives h und damit Stabi- 
litat. Man erkennt, dafl bei konstantem Tiefgang und konstanter Hoke 
des Sckwerpunktes liber der Bodenflacke die Stabilitat wesentlick ab- 
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hangt von der Breite des Schiffes. Bei einer bestimmten Breite wird 
h ~ Oy d.h. das Gleichgewicht indifferent, bei weiterer Abnabme der 
Breite wird h negativ nnd somit das Gleichgewicht labil. 


II. Anwendung der Druckgleichung auf permanent 
Gase. StabilMt von Luftmassen. 

10. Zastandsgleiehong fiir pennanente Gase. Wir gehen aus voa 

der Zustandsgleichung fiir pennanente Gase: 

== B-T , 

In dieser Gleichung seien alle GroBen in technischem MaBe genommen, 
d. h. 

p in »= i in T= Celsius + 273®, 

SO daB wir fur die Dimension von B haben: 

[B] = m/Grad Celsius. 

Die GrojBe B ist fiir verschiedene Gase im allgemeinen verschieden 
groB; 

fiir mittelfeuchte Luft ist: B = 29,4 m/ Grad Celsius, 
fiir trockene Luft: B = 29,27 „ 

Setzen wir in (8) des I. Kapitels (S, 20) 

1 

?'=«>■; 

so ist 

Pi 

^2 — hi = Jvdp (1) 

und, wenn man v mit Benutzung der Zustandsgleichung eliminiert : 

h,-h = BjT^. (2) 

■ , Pi 

Man erkennt, daB hier die Temperatur als eine wesentliche GroBe 
hineinkommt. 

Fiir die weitere Berechnung ist es nun notwendig, Annahmen xiber 
die Temperaturverteilung zu machen. Wir werden die fol^enden Falle 
behamdeln: 


V = ~ = konst. 

y 

T == konst. 
z=r konst. 


gleichformige Atmosphare, 

isotherme Atmosphare, 
polytropische Atmosphare. 
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11. GleieMormige Ataosphare. Die Annahme, daB die Dichte der 
Atmosphare vom Druck und damit von der Hohe unabhangig sei, bat 
zunacbst nur fiir Naherungsformein bei kleinen Hohenunterscbieden 
Wert, da die wirklicbe Atmosphare in keiner Weise mit dieser An- 
nabme iibereinstimmt. Eine solcbe Voraussetznng wtirde namlicb ein 
iabiles Gleicbgewicbt der Luft bedeuten. 


Unter der Voraussetznng v = 


1 

y 


— konst, baben wir fiir (1) 


odeir 



Pz 


h — h = ^(Pi—P2)* . (^) 


Recbnen wir die Kobe von der Erdoberflacbe aus, d. h. setzen wir 


= 0, und nebmen wir die bier berrscbende Dicbte yi=— als die 


konstante Dicbte der gleicHformigen Atmospbare an, so ergibt (3), 
wenn wir fiir ^2 und die variable Kobe h bzw. den dazugeborigen 
Druck p setzen, 




(4) 


Offenbar bedeutet diejenige Hobe A, fiir die der Druck p gleicb Null 
ist, die „Hobe der gleicbformigen Atmospbare' Bezeicbnen wir diese 
Hobe mit Aq, so ist 


und unter Beriicksicbtigung der Zustandsgleicbung 


Kq = 

wo die Bodentemperatur bedeutet. Die Hobe der gleicbformigen 
Atmospbare wird sicb als eine wicbtige RecbengroBe erweisen. Nennen 
wir diese Hobe fur die Bodentemperatur ^ = 0® die Normalbobe der 
gleicbformigen Atmospbare, und bezeicbnen wir sie mit so ist 

= 29,4-273 = 8026 m oder rd. 8 km. (6) 

Um die Hobe der gleicbformigen Atmospbare fiir eine Bodentempera- 
tur von zxL berecbnen, konnen wir setzen: 


oder angenabert 



2730 + 15 ® _ , 
273 ® “■ 



Aq = li^ (1 + 0,004 1) - 


* Die Voraussetzung u = konst, ist in weitem Mafie bei Fliissigkeiten er- 
fullt, so daB man dort in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit schreiben 
kann: 

— = — ?? (Ifydrostatiscbe Gleicbung), 
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Wir woUen zum SchluB in der Bebandlung der gleickfdrmigen 
Atmosphare noeh die Frage beantworten, fur welcbe Hohe wir eine 

Druckabnahme um 1% baben, d. b. fiir weicbe Hobe pj, — p “ iM 
ist. (4) lautete 

also 

und mit Benutzung von (5) und (6) 

Wir erbalten somit unter Voraussetzung einer gleicbformigen Atmo- 
spbare bei Annabme einer Bodentemperatur von 0®C eine Druck- 
abnabme von 1% .bei einer Hobenzunabme von 80 m. 

13* Isotherme Atmosphare* Wir setzen jetzt voraus, daB die Tempe- 
ra tur der gesamten Atmospbare konstant ist: T ^ konst. = 

Aus (2) ergibt sicb dann: 




^2 ~ = B Tiln- 

und unter Beriicksicbtigung von (5) 


Aa — — Oder = • W 

Pz 

Wir erkennen also , wenn wir pg = B setzen, daB (Be Hobe der iso - 
tbermen Atmospbare logaritbmiscb unendbcb wird. In' der andem 
Form sagt (7) aus, daB die Drucke mit der H5be exponentiell ab- 
nebmen. 

Da sicb die Barometerstande (6) wie die Drucke verbalten, k5nnen 
wir fiir (7) aucb scbreiben: 



(Barometriscbe Hobenformei) , 


Bei Emden^ finden wir die GroBe == n eingefiibrt und Ta- 
bellen fiir ^ 

H (W') = A* • In n 

aufgestellt. 


^ Emden, R.: Gruiidlagen der Ballonfubning. Leipzig 1910. 
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Die ganze Uberlegung gilt jedoch nur fiir T == konst. In Wirklich- 
keit wird aber im allgemeinen — besonders bei groBeren Hohen — 
eine Temperaturabnabme mit zunehmender Kobe beobachtet. Man 
kann sich aber dadurcb helfen, daB man die Luft in ScMcbten kon- 
stanter Temperatnr einteilt nnd fiir die einzelnen ScMcbten Mittel- 
werte der Temperatnr annimmt. 

13. Polytropische Atmosphare. Die polytropiscbe Atmospbare ent- 
spricbt einer Gleicbung zwiscben p und v von der Form 

p . = konst.. 

Wie man erkennt, entbalt diese Gleicbung fiir n — I den Spezialfall 
der isotbermen Atmospbare. Ebminieren wir v unter Benutzung der 
allgemeinen Zustandsgleicbung p-v = B-T, so baben wir 


Oder 


Oder 


P 


komt. 

\ P J 


i_ BT 


— konst. 




konst. 

-i^'p 


-1 

n 


Setzen wir fest, daB fiir p =: p^ die Temperatnr T — ist, so ergibt 
sich fur die letzte Gleicbung 

( 8 ) 

Geben wir mit diesem Ausdruck fiir T in (2) ein, so ergibt sicb 


Oder 


Oder 


^ 1 Pi t 

1 r 

J ^ ^dp 


— 


n — 1 



Vi 

p2 


" }. (9) 

Wir baben in dieser Hobenformel die Abbangigkeit der Kobe vom 
Druck. 

Fine analoge Beziebung der Hobe mit der Temperatur bekomnaen 
mr, wenn wir 
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in die Gleichung (9) einsetzen. Bann ist: 

Oder 

■ (10) 

Biese Gleichung sagt also aus, daB unter der Voraussetzung einer 
polytropen Atmosphare die Hoiie eine lineare Fimktion der Tempe- 
ratur ist. 

Bechnen wir wieder die H5he von der Erdoberfiaeiie aus, d. h. 
setzen wir = 0 nnd schreiben wir fiir \ die variable Kobe h, so 
ergeben die Gleichungen (9) bzw. (10) nach p bzw. T aufgelost: 




1 

K) 


Wahrend in der letzten Gleicbung wieder die lineare Abbangigkeit 
der Temperatur von der Hohe zum Ausdruck kommt, erkennen wir 
aus der vorletzten Gleicbung, daB der Zusammenbang des Bruckes 
mit der Hobe gegeben ist durcb eine bobere Parabel. Fiir p = 0, d. b. 
fiir den Scbeitel der Parabel, ergibt sicb eine Hobe h = Ji' aus der 
Beziebung: 

n — 1 W 


Oder 



Setzt man fiir n einen der Beobacbtung entnommenen Wert, etwa 

■ 

so erbalt man als Hobe der polytropen Atmospbare 

= 6 = 48 km . 

Bie Frage nacb der wirkbcben Bescbaffenbeit der Atmospbare 
laBt sicb dabin beantworten, daB man im wesentbcben zwei vonein- 
ander yerscbiedene Gebiete der. Atmospbare unterscheiden kann. 

Ber untere Teil der -Atmospbare, der in unseren Breiten sicb bis 
zu einer Hobe von etwa 11km erstreckt, beiBt Tropospbare. Es ist 
dieses ein Gebiet, in dem dauernd betracbtlicbe Umwalzungen vvor- 
kommen, und zwar kann man groBe und kleine Zirkulationen unter- 
scbeiden. Wabrend die groBen Zirkulationen Luftstromungen vom Pol 
bis zum Aquator und zuriick darstellen, sind die kleinen Zirkulationen 

Tietjens, Hydromechanik. 2. AufL 3 
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durcii Tief- und Hochdruckgebiete bedingt tind oftlich beschrankt. 
Die Troposphare erbobt sich am Aquator bis zu 14 km, wabrend sie 
am Pol nixr bis etwa 7 km reicht. In diesem Gebiet kann man im Mittel 
fiir n den Wert 1,2 setzen. 

"Ober der Troposph^e erbebt sicb als zweiter Teil der Atmospbare 
die sogenannte Stratospbare (ausgebreitete Atmospbare). Unter der 
Stratospbare baben wir eine gescbicbtete Lnftmasse zu versteben, in 
der — • im Gegensatz zur Tropospbare — keine Umwalzungen statt- 
linden, sondern die sicb im wesentiicben im Strablungsgleicbgewicbt 
befindet. Es ist dieses ein Gebiet von nabezu konstanter Temperatur 
von etwa ^ = —50^0. Dieses wiirde emer Annabme von n = I ent- 
sprechen. Wir woUen nocb bemerken, daB zwiscben der Tropospbare 
und Stratospbare keine scbarfe Grenze, sondern ein allmabbcber tJber- 
gang anzunebmen ist. 

14. Bestimmung des Exponenten n der Polytrope. Man kann einer- 
seits atisgeben von dem Zusammenbang zwiscben Temperatur und 
Druck und anderseits von der Beziebung zwiscben Hobe und Tern-- 
peratur. 

Aus (8) erbalt man 


Oder 


nacb n aufgelost: 



. (?£\ 

T,~ 

' \Pl) 

Jog ^ — 

n-1 

log — 

1 

n 



= 

Pi 


n-l 


r'h. 


logg-iog^; 

Statt der Drucke kann man wieder die Barometerstande nebmen. 

Die zweite Mogbcbkeit zur Berecbnung von n aus der Beziebung 
zwiscben Hobe und Temperatur gestaltet sicb folgendermaBen: 

(10) ergibt nacb aufgelost: 

^ ^2 — Til 

und durcb Ag dividiert: 

' . 1 ■ ■■ 1 , 

^ m m m . m i 


1 


1 + B 


dh 


( 12 > 


Oder in Differentialform 
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nach aufgelost 


dT 
dh ' 


I 


Es ist nun in der Meteorologie ublich, die iinderung der Temperatur 
mit der Hobe cwier den Temperaturgradienten auf eine Hobenanderung 
von 100 m zu bezieben, da dann gerade der Temperaturgradient — wir 
bezeicbnen ibn mit A — von der GroBenordnung 1® ist. Also 
' A = Temperaturanderung in ® C fiir 100 m 
Oder, da mit zunebmender Hobe eine Abnahme der Temperatur statt- 
findet, 

dT \ 
dhj 

Eiibren wir den Temperaturgradienten A in Gieicbung (12) ein, 
so ergibt sicb, wenn wir nocb fiir die Konstante J? ibren Wert 29,4 
einsetzen, 

^ jy 1 r\ nr\j A ““ « a f\ 7 t (Id/ 




1 


Oder nacb A aufgelost 


B 

100 


A 


1 — 0,294 J 3,40 — ^ 


A = 3,40- 


1 


(13a) 


Diese Gleicbungen liefern, wenn der Temperaturgradient experimentell 
bestimmt ist, den gesucbten Wert von n, 

Einen wicbtigen SpeziaKall woilen wir im folgenden nocb erwabnen: 
Da es sicb im allgemeinen um groBe Luftmassen bandelt, die bei rascben 
Bewegungsvorgangen keine Gelegenbeit haben werden, Warme zu 
empfangen oder abzugeben (wenn es sicb nicbt gerade um Miscb- 
vorgange oder besondere Strablungsvorgange bandelt), miissen wir solcbe 
Vorgange als adiabatiscb betracbten. 

Hierfiir gilt nun die Beziebxmg: 

p konst. , 

^ — 1,405 ist, oder in unserer Scbreibweise (da die Adiabate 
ein SpeziaHall der Polytrope ist) 

1,405. 

Setzen wir diesen Wert in die letzte Gieicbung fiir id ein, so ergibt sicb 
fiir den adiabatiscben Temperaturgradienten: 

id = 0,98«C/100m. 

Eiir eine adiabatiscbe Scbicbtung ergibt sicb also ein Temperatur- 
gradient von etwa 1*^ C/100 m, 

15. Bedeutung des Temperaturgradienten fiir die StabilitSt von Luft- 
massen. Durcb die adiabatiscben Scbicbtungen von Luftmassen werden 
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mx auf eine neue wichtige FragesteUung hingewiesen, namlicli auf die 
Stabilitat und Labilitat Ton Luftmassen, wobei die adiabatische 
Scbichtung — wie wir seben werden — gerade dem indifferenten Gleich- 
gewichtszustaiid entspricbt. Wir Tersteben unter einer stabilen Scbicb- 
tung von Luftmassen eine solcbe, bei der ein gewisses Luftquantum, 
das aus einer Scbicbt in eine. ande^e gebracbt ist, wieder in seine ur- 
spriinglicbe Scbicbt zuriickstrebt; bat es das entgegengesetzte Be- 
streben, sicb von seiner Scbicbt weiter fortzubewegen, so bezeicbnet 
man eine spicbe Scbicbtung als im labilen Gleicbgewicbt befindHch. 
Von einem indifferenten Gleicbgewicbt spricbt man dann, wenn bei 
jeder Verscbiebung eines Luftquantums weder das Bestreben bestebt, 
zur urspriinglicben Lage sicb binzubewegen, nocb von der urspriing- 
bcben Lage sicb weiter fortzubewegen. 

Um die Frage zu beantworten, ob eine Luftmasse sicb im stabilen 
Oder im labilen Gleicbgewicbt befindet, denkt man sicb ein Luft- 
quantum von einer Scbicbt in eine bobere gebracbt. Hierbei expandiert 
diese Luft adiabatiscb. Es fragt sicb nun: Wie paBt das Luftquantum 
in seine neue Umgebung? 1st die Dicbte der umgebenden Luft geringer 
als die durcb die adiabatiscbe Expansion aucb geringer gewordene 
Dicbte des Luftquantums, oder ist sie groBer oder gleicb? Der erste 
Fall entspricbtjieinem stabilen Gleicbgewicbt, der zweite einem labilen 
und der letzte Fall einem indifferenten Gleicbgewicbt. Man erkennt 
bieraus, daB eine adiabatiscbe Scbicbtung im iildifferenten Gleicbgewicbt 
ist; denn jedes Luftquantum, das aus seiner Lage in eine andere gebracbt 
wird und dabei sicb adiabatiscb andert, findet in seiner neuen Lage 
— wegen der vorausgesetzten adiabatischen Scbicbtung — die gleicbe 
Dicbte vor. 

Es geniigt also fiir die Stabilitat einer Luftmasse nicbt, daB die 
oberen Scbicbten geringere. Dicbte baben als die unteren, sondern das 
MaB der Abnabme der . Dicbte muB wenigstens ein solcbes sein, wie es 
das adiabatiscbe Gesetz ergibt. 

Wir wollen nun die Rolle des Temperaturgradienten bei den ver- 
scbiedenen Gleicbgewicbtszustanden untersuchen, wobei es sicb zeigen 
wird, daB man in dem Temperaturgradienten ein bequemes Kriterium 
fiir die Stabilitat oder Labilitat einer Luftmasse bat. 

Wie wir soeben geseben baben, entspricbt die adiabatiscbe Scbicbtung 
dem indifferenten Gleicbgewicbt. Fiir die adiabatiscbe Scbicbtung baben 
wir aber als Temperaturgradienten: Zl = 0,98®/100m entsprecbend 
einem n~n~ 1,405. Da einerseits einem n<H Stabilitat entspricbt, 
und anderseits fiir nacb {13 a) < 0,98 ^lOO m wird, so bat 

man also fiir 

A<0^8^Gimm 

ein stabiles Gleicbgewicbt. 
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Da ferner einem n>x Labiiitat entspricbt, Tind man fnr n> h 
einen Temperatnrgradienten A > 0,98^/100 m erhalt, so ist bei 


J > 0,980 0/100 m 

die Lixftmasse im labilen Gleichgewicbt. 

Man siebt daraus, daB ein Temperatnrgradient von etwa 1® C/100 m 
der groBte zn beobachtende Temperatur- .. 
gradient in einer im Gleichgewicbt befind- I I 


Temperatnrgradient Labibtat der Luf tmasse 
zur Folge baben wtirde. 

Setzen wir fur adiabatiscbe Scbicbtun- 
gen als nngefabren Wert des Temperatnr- 
gradienten 


Am\ 
m 1 





7500 

\ 




</?y7 

\ 

\ 



uUu 

< 

K 



u 


A 1® C/lOO m , Abb. 17. AbhS-ngigkeit der Tempe- 

T , •IT ratiir voa der H6he bei verscliiedeaeii 

nnd. tragen Wir in emem recbtwinMlgen Bodentemperatmen rmter Aimahme 

Koordinatensystem die Hobe h als Fnnktion 


von der Temperatnr t anf, nnd zwar in 

einem derartigen MaBstab, daB eine Abszissendifferenz von 10 0 C gleicb 
einer Ordinatendifferenz von 1000 m ist, so ist der Znsammenbang 
zwiscben h nnd t dargestellt a 1 


^Invershf} desorrcters 
\ sfabfi A< 0 


J/jdJffeperrf 1°/l00m 


Abb. 18. LnftBcbichtTing mit Inversion. 


dnrcb Geraden, die die Ab- ^ 1 1 
szissenacbse nnter 45 0 zooo s. 
schneiden (Abb.l7). Mr \ 

jede Bodentemperatnr er- V N. N. 

gibt eine derartige Gerade \ Tv \ , . . 

. 5! , , iooo\ X Inversion desonders 

die zngeborige adiabatiscbe Nv ^ \ 

Scbicbtnng. soo x. 'Ov ^ 

Wie wir saben, stellt Nv ^ 

, „ ’ , X X \ XX X <(erd/abatisch) 

em Temperatnrgradient W is** 20 ° 1$° 

von 10 0/ 100 m, d. b. im Abb. is. LnftscbichtTing mit inversion. 

Diagramm eine Neignng 

von 450 die Grenze einer stabilen Lnftmasse dar. Je kleiner zJ ist, 
d. b. je steiler die Geraden, nm so stabiler die Lnftmasse. 

Beobacbtungen zeigen, daB A ancb negativ sein kann, d. b. daB bei 
znnebmender Hobe die Temperatnr ancb wacbsen kann. Ein derartiger 
Fall bedenteb. eine besonders stabile Scbicbtnng. Die Meteorologen 
nennen eine derartige Scbicbtnng eine „Inversion'‘ (Abb. 18). 

Die Inversionen wird man im allgememen erklaren konnen als 
Grenzen von Lnftstromnngen verschiedener Herknnft. Die warmere 
Lnftscbicbt scbiebt sicb dabei nber die kaltere Scbicbt biniiber (der 
nmgekebrte Fall ware labil). 
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16. EinfluB der Feuchtigkeit. Der Luft ist im allgemeinen Wasser- 
dampf beigemischt. Bei einer vorgegebenen Temperatur kann in 
1 cbm Luft nur eine bestimmte Maximalmenge Wasser in Dampfform 
enthalten sein. Sobald diese Menge (Sattigungsmenge) iiberschritten 
wird, kondensiert ein Teil des Wasserdampfes und soheidet sich in 
Tropfenform (Nebel) ab. 

Die Sattigungsmenge in einem Kubikmeter ist abhangig von der 
Temperatur, aber unabhangig vom Luftdruck. Die folgende Tabelle 
gibt die Sattigungsmenge in g/cbm fiir eine Anzabl Temperaturen : 

bei —100 Qo lOQ 20® 300 

g/cbm 2,1 4,9 9,4 17,3 30,4. 


Solange der Wasserdampf in gasformigem Zustand ist, bringt sein 
Vorhandensein in diesen geringen Mengen wemg Anderung in dem 
Verbalten der Luft hinsichtlich ihrer Stabilitat bervor. GroBe Ande- 
rungen aber ergeben sich, wenn der Wasserdampf kondensiert, infolge 
der sehr groBen dabei frei werdenden Kondensationswarme (rd. 
600 cal/g bei 20® C). Die Kondensation kann z. B. eintreten, wennfeuchte 
Luft adiabatisch expandiert. Ungesattigte Luft wird durcb adiabatische 
Abkiihlung schnell gesattigt, da bei adiabatischer Expansion die Tem- 
peratur sinkt, und dabei die Sattigungsmenge schneller abnimmt als 
die in der Volumeneinheit * enthaltene Wassermenge, die wegen der 
Voiumenzunahme der Luft auch abiiimmt. "Dberschreitet die in der 


Volumeneinheit enthaltene Wassermenge die Sattigungsmenge, so tritt 
Kondensation ein, und ein Teil des Wassers scblagt sich an yorhan- 
denen Staubteilchen (Kondensationskernen) in Tropfenform nieder. 
Dabei ist nun von Bedeutung, dafi bei weiterer adiabatischer Expan- 
sion die Lufttemperatur durch die frei werdende Kondensationswarme 
langsamer sinkt als sie es ohne Kondensation tun wu’rde. 

Fiir feuchte Luft (100 % rel Feuchtigkeit) laBt sich der Tenaperatur- 
gradient bei adiabatischer Schichtung berechnen, und zwar ergibt sich 
fiir die bodennahen Schichten ein etwa halb so groBer Wert wie fiir 
trockene Luft; fiir die hOheren Schichten ergibt sich wegen des bei 
der tieferen Temperatur geringeren Wasserdampfgehaltes ein kleinerer 
Unterschied gegen die trockene Adiabate. 

Wir betrachten als ein Beispiel 


Hohe 

Bodentemperatnr 

in 


o^c 1 

f = 200C 

m 

A 


"Ca: 

n 

0 

0,62 

1,22 

0,44= 

1,15 

2000 

0,75 

1,28 

0,49 

1,17 

4000 

0,88 

1,35 

0,56 

1,20 

6000 

— 


0,63 

1,23' 


der , ,f euchten Adiabate' ' f olgen- 
den Vorgang : Eine gesattigte Luft- 
masse wird aus irgendwelehen 
Griinden (Bergriicken) in die Hohe 
gehoben (Abb. 19, von A nach B ) ; 
mit zunehmender Hohe nimmt die 
Kondensation dauernd zu. Die ein- 
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zelnen Nebeltropfen werden dabei unter Umstanden so groB, daB sie als 
Begen zu Boden fallen. Bewegt sich die Lnftmasse dann iiber den Berg- 
rucken binweg nnd wieder ins Tal, so erwarmt sie sich, zimachst wie- 
der nach der feuchten Adiabate, da ein Teil der Warme bei der 
Yerdampfung des noch vorhandenen ll^ebels wieder gebimden wird. 
Von dem Augenblick (C) an, wo die letzten Nebeltropfen in den 
gasfdrmigen Zustand ubergefuhrt sind, erfolgt die Erwarmung nach 
der troekenen Adiabate, 
so daB die Luft, wenn sie 
ihre urspriingliche Hohe 
XD) wieder erreicht hat, 
eine betrachtliche Erwar- 
mung erf ahrenhaben wird. 

Der hier skizzierte Vor- 
gang liegt der Erschei- 
nung des sogenannten 
„Fohn‘' zugrunde. GroBe 
Kettengebirge konnen auf 
diese Weise zu Wetter- 
scheiden werden. Eegen- 
gebiete sind immerGebiete 
aufsteigender f euchter 

Luftstrome, wahrend die 
Gebiete hinter einem 
Bergrucken, wo die an 
Eeuchtigkeit axmer gewor- 
dene Luft wdeder absteigt, 
regenarin und trocken sind. Man vergleiche z. B. die Regenverhaltnisse 
an der Westkiiste Siidamerikas, wo bei durchschnittlich westlichem 
Wind (feucht, da iiber den Stillen Ozean geweht) das schmale, den 
gewaltigen Kordilleren westlich worgelagerte Gebiet auBerst regenreich 
und fruchtbar ist, wahrend das Hinterland wiistenahnlichen Cha- 
rakter hat. 

17, Begriff der potentiellen Temperatiir, Die Teinperatur, die eine 
Luftmasse durch adiabatische Verdichtung annehmen wiirde, wenn 
sie auf ein vereinbartes IS'ormalniveau (Meeresobei-flache) herabgefiihrt 
bzw^. auf den dort herrschenden Normaldruck gebracht wdrde, wird mit 
potentieller Temperatur bezeichnet, Eine adiabatisch geschichtete Luft^ 
masse besitzt demnach konstante potentielle Temperatur. 

Wie wir in Nr. 15 gesehen haben, entspricht einem Temperatur- 

gradienten JSl (genauer S 0,98) ein Gieicbgewicht, so 

daB in Abb. 20 die Kurve 7 einer labilen, die Kurve 77 einer stabilen 



Abb. 19. Beispiel einer Luffebewegung bei „feiichter Adiabate**. 
Die Luftmasse steigt (Bergriicken) von A bis B bei 
isunebmender Condensation; von S nach O fkllt sie bei 
Verdnnstnng des noch vorhandenen Rebels, von C nach JD 
nach der „trockenen Adiabate**. 
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und die Kurve III einer indifferenten Schiclitimg der Atmosphare 
entspricht. 

t)bertragt man diese Temperatniverteilungen sumgemaB auf die 
potentielle Temperatnr, so gehen die in Abb. 20 dargestellten Kurven 

in die von Abb. 21 iiber. Man kann 
somit sagen, daB in einer (nicht mit 
Wasserdampf gesattigten) Lnftmasse 

{llt^eT} Crieicbgewicbt berrscht, 
wenn die potentielle Temperatnr 

nach oben (aSmS 

Die potentielle Temperatnr spielt 
also dieselbe Rolle wie die gewobnlicbe 
Temperatnr in einer volnmenbestan- 
digen Flnssigkeit mit positiver Warme- 
ansdebnnng (z. B. Wasser oberbalb 
# C). 

Abb. 20. Kurvejr labile Schichtiing, iKurve ji Tragen wir die Hobe i^alsFnnk- 
stabneScWch^g.K^e2jrindifferente potentiellen Temperatnr 

anf, so entsprecben die'Parallelen znr 
A-Acbse den verscbiedenen adiabatischen Scbicbtnngen mit verscbie- 
denen Bodentemperaturen (indifferentes Gleicbgewicbt). Nimmt mit 

znnebmender Hobe die potem 





tielle Temperatnr | j ^ so baben 
wir — wie wir geseben baben — 
ein Gieicbgewicbt, ent- 

sprecbend einer Knrve, deren 
Tangenten die Abszissenacbse 

unter | Winkeln 

istnmpfenj 

scbneiden, nnd zwar ist die 

ScMchtimg um so } , je 

- 

Ab]t). 21. Die der Abb. 20 entsprechenden Eurven -f Yi . . j . ^ ^ t jj-i. 

unter Zugrundelegung der potentiellen Temperatnr. U pertragen WIT Clie eineJjUxt- 

scbicbtnng cbarakterisierende 

'{h, i)-Kurve in ein (HobempotentieUe Temperatnr-) Diagramm, (A,p. T.)- 

Knrve, so ergibt sicb fiir nngesattigte Lnft beispielsweise folgende 

Gegenubersteilnng (Abb. 23 a, b) . 

Wir geben jetzt dazu iiber, Miscbnngsvorgange von stabileri 


Ah)?, 21. Die der Abb. 20 entsprechenden Eurven 
unter Zugrundelegung der potentiellen Temperatnr. 
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Liiftscliichten zu betrachten. Durch die in Abb. 24 stark ausgezogene 
Linie sei eine stabile Luftschicbtung eharakterisiert. 

Will man z. B. eine Lnftmasse 
in der Hohe mit einer anderen m 
der Hohe befindlichen Lnftmasse A g 
mischen, so mhssen beide Lnftmassen 
gleiche Hohe gebracht werden, 


m 



z. B. die Lnftmasse von der Hohe 

nach der Hohe h^. Hie Temperatnr 
dieser Lnftmasse steigt bei dieser 
adiabatischen Hohenanderung yon 
anf Hie in befindliche Lnft- 
masse A g von der Temperatnr 
die nach Ag gebrachte Lnftmasse A^ von der Temperatnr mischen 
sich nun zu einem Lnftgemisch von der Temperatnr 
Wild nmgekehrt eine . 
von der Hohe 


Abb. 22. Stabile und labile Scbichtungen je 
nacbdem der NeigungSYinkel kleiner oder 
grofier als ein recbter ist. 


Lnftmasse Ag ' 

Ag nach A^ verschoben, so 
wird ihre Temperatnr 
dnrch Mischniig mit der 
henen Umgebung entstehe 


die Temperatnr < 4 . Man er- 


kennt, daB der Tempera- 
turgradient sich dnrch die 
Mischnngsvorgange dem 
adiabatischen, nahert. 



" p,7: 

tJbertragung der fiir eine Luftschicb- 


Abb. 23a u. b. 
timg charakteristischen (A, O-Kurve (Abb. 23 a) in ein 
CA, p.T.)-Diagramin (Abb. 23b). 


Ha die Temperatnren der Lnftmassen am Mischnngsort (Ag) sich 
von den potentiellen Temperatnren nnr nm eine vom Hruck abhangige 
additive GroBe nnterscheiden, nnd | 


da die potentielle Temperatnr 
der nach Ag gebrachten Lnftmasse 
dieselbe- ist yne in A^ (adiaba- 
tische Verandernng), so laBt sich 
die Mischnngsregel fiir in ver- 
schiedenen Hohen befindliche Lnft- 
massen anwenden nnter Verwen- 
dnng der potentiellen Tempera- 
tnren dieser Lnftmassen. 



liT 


Hiese Hegel ist allerdings nnr Abb. 24. EinflnB von Mischnngsvorgangen st abiler 
“■L j. • t-x* T j* T\ 1 Luftschichtungen attf den Tempexaturgradienten. 

angenahert richtig, da die Hrnck- 


veicteilnng von der Art der Schichtnng nicht nnabhangig ist. Hie Fehler. 
sind aber nnr von der zweiten Ordnnng in 

At — ' Ao 
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Bei wiederkoltem Mischen muB die potentielle Temperatur immer 
mehr sich einem konstanten Werte nahern und damit die Schichtung 
adiabatiseh werden, d. h. in den indifferenten Gleichgewiclitszustand 
kommen. (Diesem Yorgang entspricht, daB bei Wasser niit nach oben 
znnebmender Temperatur durch wiederboltes 
Mischen die Temperatur sich ausgleicht und 
einem konstanten Werte zustrebt.) 

18. Entstehung von Wolken. Die Inderungen 
der potentiellen Temperatur in einer geschichteten 
Luftmasse erfolgen groBtenteils durch Einwir- 
kung vom Bodenher, dann aber auch durch Kon- 
densation und Verdunstung. Ferner kommt Ein- 
und Ausstrahlung des in der Luft vorhandenen 
Staubes in Frage, weniger eine Strahlung der 
Luft selbst, von der hauptsachlich Wasserdampf 
und Kohlensaure absorbieren. 

Eine Abkiihlung vom Boden her gibt immer 
eine sehr stabile Schichtung (Inversion). Abb. 25 zeigt den Vorgang der 
Bodenabkiihlung, wie er sich des Abends und nachts an der Erd- 
oberflache abspielt; Man sieht, wie mit zunehmender Bodenabkuh- 
lung immer hohere Luftschichten" von der Abkiihlung ergriffen werden 
(hauptsachlich durch langwellige Strahlung im Wasserdampf). Wir 
haben hier den Fall, daB mit zunehmender Hohe die Temperatur zu- 
nimmt, d. h. wir haben eine. Inversion, von der wir schoii erwahnten, 
daB sie besonders stabil ist. In bergiger Gegend fiillen sich haufig die 
Taler des Abends mit kalterLuft, die von den Abhangen herabstromt 
und dann weiter talab warts flieBt (Talwind). 


Abb. 25. BodenabltuhlTiiig, 
dULrchdie eine sehr stabile 
Schichtung bewirkt wird 
(abends n. nachts). 


Eine Erwarmung vom 
Boden her ergibt eine in- 
/ stabile Schichtung, aus 
dcr aufsteigeudc Luftstro- 

^ WW/M/////MM resultieren (Abb. 26). Da- 

Abb. 26. Bodenerw&nntmg, durch die eine labile Schichtung duTCh wlrd die liachtliche 
• hervorgerufen -wird (morgens). _ . , . , . ^ x . 

Inversion ( Ao bis J.„) im^ 

mer mehr ausgeglichen, wobei die Erwarmungsgrenze Ai, Ag, . . . ail- 

mahlioh hoher riickt. Jeder folgende aufsteigende Luftstrom steigt 

etwas hoher als der vorige und breitet sich dort, wo er ins Gleich- 

gewicht kommt, flach aus. Die zwischen diesen aufsteigenden Stro- 

mungen liegende Luft sinkt nach unten nach, um die entstandenen 

Liicken auszufiillen. Die ganze indifferente Luftschicht wird fort- 


mungen und zum Massen- 
ausgleich entsprechende 
absteigende Stromungen 
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wah.rend *uiagewalzt. Durch die Warmeaiisdehnung der unteren Luft- 
schichten werden die oberen Luftscbiciiteii (Is^bei im gaixzen etwas nacb 
oben gescboben (in Abb. 26 ist diese Verschiebung znr Vereinfachung 
fortgelassen), 

Bei geniigender Hohe der aiifsteigenden Lnftstrome erfolgt- Kon- 
densation, d. h. es treten Nebel oder Wolken anf, und damit vollziebt 
sieh der weitere Verlauf der Schicbtungsknrve nacb der feucbten 
Adiabate. Bei gleicbmafiiger Feuchtigkeit und gleicber Ausgangs- 
temperatur ergibt sicb gieichzeitige Kondensation und damit eine 
borizontale Basis der Wolken; die Wolken scbeinen auf einer borizon- 
talen Luftmasse zu schwimmen (Abb. 27). Wir konnen also sagen, daB 
Wolken aufsteigende Luftstromungen sind, bei denen infolge von 
Ubersattigung Kondensation eintritt. Da - — wie friiber scbon erwabnt ~ 



aufsteigender LTiftstrSmangen. 

die Luft immer eine gewisse Menge Wasser in Dampfform entbalt, 
wird die rel: Feuchtigkeit bei wacbsender Hobe, d. b, abnebmender 
Temperatur, dauernd zunebmen, bis bei einer bestimmten Kobe der 
Sattigungsgrad erreicbt ist und Kondensation eintritt. Bis zu dieser 
Kobe sind die aufsteigenden Luftmassen unsichtbar, wabrend sie ober- 
balb dieser H5be als Wolken in Erscbeinung treten. 

Bei geniigend geringer Stabibtat der oberen Luftscbicbten erbalten 
die Wolken eigenen Auftrieb, dann namlich, wenn der Temperatur- 
gradient der oberen Luftscbicbten groBer ist als der Temperatur- 
gradient der feucbten Adiabate, die in den Wolken berrscbt. 

Um diese Erscbeinung nocb etwas zu erlautern, betracbten wir in 
.Abb. 28 eine nabezu adiabatiscbe Scbicbtung. Nehmen wir nun an, 
daB an einem heiBen , Sommertag durcb Sonnenbestrablung der Erd- 
boden stark er warmt wurde, so wird — wie bei jeder Bodenerwarmung — 
die dariiber lagernde Luftscbicht instabil (gestricbelte Kurve) und gebt 
in auf- und absteigende Luftstrome xiber. Fiir den Fall, daB die Luft 
eine relativ groBe Feuchtigkeit besitzt (scbwul), werden die aufsteigen- 
den Luftstrome bald die Kondensationsbobe erreichen (A'). Ist die 
dort befindlicbe trockene Luftscbicht wenig stabil, so daB die trockene 
Luft kalter, also spezifiscb scbweret ist als die ankommende feucbte 
Luft, so steigt die Wolke unter immer weiterer Kondensation (nacb 
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der f euchten Adiabate) bis zu einer sehr stabilen Luftscbicht ( j) (war- 
mere Luftschicht, Inversion). Aus dynamiscben Griinden sohieBt die 
anfsteigende Wolke ab nnd zn iiber die Inversionsschicbt binweg. 

Findet geniigend Zufuhr feucbter Lnft statt, so kann der eben 
beschriebene Vorgang lange andauern nnd groBe Bimensionen an- 
nehmen. Wir baben dann die Erscbeiniing eines Warmegewitters. Bei 
geniigend starker Kondensation fallt das ausgesebiedene Wasser als 
Begen nieder. Wenn die Zufnbr von feucbter Luft aufbort, so lost 



t^€ 

Abb. 28. Die in (jff) entstehende Wolke komint in eine Schiclitnng von 
grdfierem Temperaturgradienten als demjenigen der fenchten Adiabate, die in 
der Wolke herrscht; sie erfEbrt dadnrch. solange einen Auftrieb, bis sie an 
eine Inversionsschicbt (J) gelangt. 

sicb die Wolke von der Wolkenbasis los und breitet sicb nnterbalb 
der Inversion zu einer Scbichtwolke aus. Die Haufen- oder Kumulus- 
wolke ist zu einer Schicbt- oder Stratuswolke geworden. 

Wir fragen uns jetzt nacb der Entstebungsmoglicbkeit von Wolken 
in ausgedebnten ebenen Gebieten. Haben wir iiber ein ausgedehntes 
Gebiet bin einen barometriscben Tief stand, so ist die Folge ein kon- 
zentriscbes Zusammenstromen der Luft in dieses Tief druckgebiet. Da- 
durch wird die Hobe der Luftmasse dieses Gebietes anwacbsen, und da 
von den Seiten warme Luft zustromt, nabert sicb der Temperaturgradient 
mebr und mebr der adiabatiscben Schicbtung. Durcb das Eintreten 

der Kondensation in einer be- 
stimmten Kobe kann dann 
leicbt Labilitat der feucbten 
Luft eintreten. Beim weite- 
ren Aufsteigen nimmt die 
Kondensation betracbtlieb 

Abb. 29. Biabnich einer kalten I/Uftmasse l§.ngs einer was lang andauernde 

langen Front; die warme Luft wird unter Kondensations- X? Tip vnr ’Pnla'P L a Kati 

erscheinungen in die Kobe gebobeb (Kaltegewitter). x^egeniane ZUr Jj Olge UaDen 

kann. Der entstebende Auf- 
trieb kann die Bewegung viele ■ Tage in Gang balten (Regenwet- 
tergebiete). 

Den entgegengesetzten Fall baben wir in einem Hocbdruckgebiet. 
Die Luft stromt radial fort, die Kobe der Luftschicbt wird geringer, 
der Temperaturgradient kleiner, d. b. die • Scbicbtung nimmt an Sta- 
bilitat zu. Durcb die absteigende Bewegung der ganzen Luftmasse 
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werden die durch. die Bodenerwarmung bedingten aaf warts steigenden 
Stromungen stark gebemmt, so da6 die Kondensation imbedeutend 
bleibt (Scbonwettergebiet). Auf den fimdamentalen EinfluB, den die 
Botation der Erde anf diese meteorologischen Vorgange bat, woUen 
wir bier nicbt eingeben, 

Zum ScbluB dieses Abscbnittes bebandeln wir nocb kurz erne zweite 
Art der Gewitterbildnng, die wir Wetternmstnrzgewitter nennen konnen. 
Hier bandelt es sicb um einen Einbrucb von kalter Luft, die die warme 
Luft unter Kondensationserscbeinung vor sicb in die Kobe bebt (Abb, 29). 
Diese Erscbeinung tritt fast immer langs einer ausgedebnten Front 
auf (Frontgewitter). Nach dem Gewitter bat man eine betracbtlich 
tiefere Temperatur, und zwar ist das so zu erklaren, daB nicbt das 
Gewitter die Abkiiblung, sondern umgekehrt der Einbrucb der kalten 
Luft das Gewitter verursacht. Das Gewitter ist als eine Folgeerscbei- 
nung dieses Einbruches der kalten Luft anzusehen, verstarkt abbr 
allerdings durch seinen tbermischen Auftrieb inf olge Kondensation die 
Heftigkeit der Luftbewegung. 

HI. Statischer Auftrieb gasgefullter Luftfahrzeuge. 

19, Der Druck auf die Ballonwand, Als gasgefiillte Luftfahrzeuge 
kommen in Betracht: Freiballons und Luftschiffe. Da fur diese die 
statiscben Auftriebsgesetze dieselben 
sind, werden wir uns auf die Vor- 
gange beim Freiballon bescbranken. 

Ein Ballon bestebt im wesentlicben 
aus einer kugelformigen, gasundurch- 
lassigen Hiille, die unten mit einem An- 
satz zum Einfiillen des Gases in den 
Ballon (dem sogenannten Fullansatz) 
und dem zur Auf nahme von Menschen, 

Apparaten und Ballast dienenden 
Korbe versehen ist (Abb. 30), 

Da das Gas sicb bei zunehmender 
Kobe ausdebnt (auf etwa 100 m um 
1% seines Volumens) und die Stoff hiille 
die bei dieser Ausdebnung auftretenden 
betracbtbcben Krafte keineswegs auf- 
nebmen kann, ist es botwendig, daB ' schemaUsche^BarsteU^^ 

der Fullansatz wahrend der Fabrt 

offen bleibt, um ein Austreten des Gases bei zunehmender Ausdeh- 
nung zu ermoglichen. 

Wir geben jetzt dazu iiber, das Gleichgewicht eines Ballons zu be- 
trachten, der ganz mit Gas gefullt ist. Die Druckverteilung mit der 
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Hoke ergibt sick, wenn wir die 2 P-Ricktung senkreckt nack oben positiv 
recknen, nack {9 a auf S. 20) zu: 



wo y das Gewickt der Raumeinkeit ist. 

Wir kaben zwiscken zwei versckiedenen Raumgewickten zu unter- 
sckeiden: dem Raumgewickt der Luft die den Ballon umgibt, 

und dem Raumgewickt des Gases (y^). Die Untersckiede des Raum- 
gewichtes der Luft am obersten Teiie des Ballons und am unteren 
Rande des Fiillansatzes sind von der Grofienordnung: Ballonkoke 
dividiert durch Hoke der gleickformigen Atmospkare; bei einer 
Ballonkoke von z. B. 20 m und einer gleickformigen Atmospkare von 
8 km ergibt sick daraus ein Untersckied von etwa ^/ 4 %, kann also bei 
unserer Betracktung vernacklassigt werden. Wir nekmen daker im 
folgenden fiir das Raumgewickt einen Mittelwert; das gleicke gilt fur 

das Raumgewickt des Gases. 

Die Druckgleickung integriert, er- 
gibt: 

= — yz ^ + konst. 

Fiir z =: 0 moge sein: p = p^, so 
daB wir kaben : 

Analog ergibt die Integration der 
Druckgleickung fur das Ballongas 

Pa=^Po — ya^> 

da an der Stelle, an der die Luft 
mit dem Ballongas in Beriikrung 
kommt, d, i. fiir 2 ; — 0, 

Pc^Pz = Po 

Ahh.si.Die&nfdieBaijonwandungwiTkenden ist.' (Bei Luftsckiffen kaben wir im 
■ Kraite... ^ ■ 

Inneren einen XJberdruck, so daB 
zu p^ also auck zu Pq des Gases eine additive Konstante kommt.) 

Fiir den Druckuntersckied auf die Ballonwandung erkalten wir 
somit den Ausdruck: / 

p' = Pff — Pz = (rz — ya)z. (1) 

Die resultierende Kraft, die auf die Flacke dF des Ballons wirkt 
(Abb. 31), ist also: 

p[dF 

und ikre Vertikalkomponente: 

p' dF oosv . 
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wobei dF cos v die Vertikalprojektion auf die Horizontalebene ist, 
diA, dx*dy, 

20. Auftrieb ernes gasgefiillten Ballons. Fiir die Vertikalkomponente 
der auf die Maobe dF wirkenden Ebraft batten wir gef unden: p'dxdy. 
Die gesamte resultierende Kraft — d, i. aber der Auftrieb — ergibt sicb 
dann durcb Integration tiber die ganze Oberflacbe des Ballons : 

■^ = // iVi — p'^dxiy, 

Oder nach (1) 

^ = (j'i — Va) // (2i — z^dxdy, 

mitbin 

A — (yx, — Yg) ^ ^ Ql Qg (^) 

(Arcbimediscber Auftrieb), 

wenn wir mit: == das Gasgewicbt und mit: === Qz 

Gewicbt der verdrangten Luftmasse bezeicbnen. 

Die Eormel A == Qj^ — gilt aucb fiir nicbt bomogene Gasfiillung. 
Denn, ist eine Funktion von z, so wird 

z 

Ps = Po — I?adz, 

0 

also 

z ... 

p' = y^z — Jy^dz. 

0 

Mitbin : 

^ = Up' dxdy^yi,}^ — JJf Yedxdydz, 

21. Bedeutung der Temperaturen fiir den Auftrieb. Eine andere Form 
fiir den Auftrieb bekommen wir durcb Einfiibrung der Temperatur. 
Es ist nacb Nr. 10 


1 



und mit Beriicksichtigung der Zustandsgleicbung 



Wir bekommen somit zwei entsprecbende Ausdrucke fiir 7 ^: und 7 ^: 

yi-- BiTj, ’ y^ ~ bIts • 

Fiir den Auftrieb ergibt sicb also nacb (2) : 

Wir konnen aucb statt der Gaskonstanten das spezifiscbe Gewicbt 
des Gases (bezogen auf Luft) einfiihren: Kebmen wir gleicbe Tem^ 
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pemturen der Liift und des Gases an, also Tj^ == so ist das spezi- 
fische Gewicht des Gases {a) bezogen auf Lnft von gleicher Temperatur 

V 

Bg Tg Bl 

Bg 


2^ 

n 




BlTj, 


Die Gaskonstanten verhalten sich also umgekebrt wie die Raumgewicbte, 
Haben Piillgas iind Lnft verscMedene Temperaturen, so ist 

y<7 


yL~ Ba 

Setzen wir in dem letzten Ausdrnek fiir den Auftrieb 

Bi, 


(4) 


Ba — 


SO ist: 


Oder: 


Oder : 




Bl \Tj, 


4’ 


^ = 1 


Ti. 

Ta 


-4 — Ql\'^ 


' TgJ 


Hauptformel fiir den Anftrieb gasgefiillter Luftfahrzeuge. 

23. Gleichgewiebt der Krafte am Ballon. AuBer der sich aus den 
Druckdifferenzen ergebenden Auftriebskraft haben wir noch eineReihe 
weiterer Krafte in Rechnung zu ziehen: 

1. das Gewicht des Ballons ] ^ ^ 

2. das Gewicht der Insasseu j Gewicht Q, 

und 

3. Ballast (meist in Form von Sand- | 

saeken, die ein Gewicht von je } Veranderliches Gewicht Qg • 
etwa 15 kg haben) 1 

Fur den Fall, dafi die Auftriebskraft sich mit diesen Kraften im 
Gleichgewicht befindet, muB somit sein: 

' ■ ^ — Qi +, ©2 ;* , 

Andert sich der Auftrieb (Sonnenbestrahlung des Ballons) oder der 
Ballast (durch Abwerfen von Sand), so erhalten wir eine Resultierende, 
die eine Beschleunigung des Ballons bewirkt und die den bei der Be- 
wegnng vorhandenen Luftwiderstand iiberwindet. Es ist dann: 

(5) 

Bei Luftschiffen fritt noch zu dem statischen Auftrieb der dyna- 
mische hinzu, der durch die Ruder und die dadurch bedingte Schrag- 
lage des Luftschiffes bedingt wird. 
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Es wild nuu unsere Axifgabe sem, die Anderung der Resultierenden 
bzw. der Hohenlage zu untersuchen, die durcb eine Anderung der in 
Frage kommenden GroBen bewirkt wird. Es kommen bier als Ursacben 
in Betracbt: ■ 

1. Abgabe von Fiillgas, 

2. Abgabe von Ballast, 

3. Temperatnranderung der Lnft, 

4. Temperaturtoderung des FiiUgases. 

Zur weiteren Untersucbung ist es von Wicbtigkeit, zwiscben zwei 
prinzipiell verscbiedenen Zustanden des Ballons zu unterscbeiden; 

a) Prallznstand, 

b) ScblajEfznstand. 

Bei dem Prallznstand ist der Ballon vollstandig mit Gas gefiillt, 
so daB bei alien Lageanderungen des Ballons das Gasvolumen stets 
konst ant ist. 

Fur den Scblaffzustand ist es wesentlicb, daB nur ein Teil des 
Volumens mit Gas, der iibrige mit Lnft gefiillt ist, sei es, daB sicb die 
Hiille in Falten legt oder daB dnrcb den Piillansatz Lnft eindringt nnd 
den nnteren Teil des 
Innenraunaes ein- 
nimmt; in diesem Zn- 
stand ist immer das 
Gasgewicbt kon- 
stant. 

Wabrend im Prall- 

zustand ein Ballon 

nur nnter Gasabgabe 

steigen kann, ist es Abb. 32. HohenandLeruiigen eines Ballons; die stark ausgezogenen 
. ,, . Telle der Kurve entsprecben dem Brallzustand, die anderen Teile 

■einem Ballon im dem Scblaffzustand. 

Scblaffzustand mog- 

licb zu steigen, obne Gas abzngeben. Steigt ein Ballon im Prallzustand 
bis zu einer max. Hobe {E-^, der Abb. 32), so bezeicbnet 

man diese Hobe als „Prallbobe^‘. Tragt man die Hobe als Funktion 
der Zeit anf, so kann sicb beispielsweise ein Bild wie in Abb. 32 er- 
geben. Die stark ausgezogenen. Kurvenstucke bezeicbnen den Prall- 
zustand, wabrend fur den ubrigen Teil der Knrve der Ballon sicb im 
Scblaffzustand befindet. 

23 . Stabilitat eines im Prallzustand belindlicben Ballons bei adia- 
bMschen Zustandsanderm Wir. werden zunacbst die Stabilitat 
nntersuchen bei Aiinabme yon adiabatischen Zustandsanderungen (keine 
Temperaturanderung dnrcb Bestrablung) nnd danacb den EinfluB 
feststellen, den die dnrcb Warmeznfuhr oder Warmeabfubr bedingten 
'Temperatnranderungen anf die Stabilitat ansnben. 

Tietjens, Hydromeclianik. 2. Aufl. 



4 
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In beiden FMen betracbten wir zuerst den 

a) Rraliznstand, daraxif den 

b) Scblaffznstand. 

Wir geben ans von der Gleicbung (5) in Verbindnng mit (2) 

E = Vin-y^)-Q, ( 6 ) 

wo Q das Gesamtgewicbt {Q = Qi + Q^) bezeicbnet. 

Urn die Andernng der Eesultierenden bei ilnderung der Hobe zu 
diM 

berecbnen, bilden wir bei konstantem Volumen (da Prallzustand 

vorausgesetzt); d^s Gesamtgewicbt Q nehmen wir zunacbst als kon- 
stant an. Es ist dann 

dB t 7 ^ i \ 

dh ^ 


Oder 


Oder, da 


dh 

d'p 

'dh'^ 


dp d 


" ^ dh 




■Vl 


ist, 


dB d j . 


dh — ’ — rai ■ ( 7 ) 

Nebmen wir jetz't fxir die Luftscbichtnng eine Polytrope von der Form 


Oder 


Oder 


pv konst. , 

p (^) konst. , 


Yj^^konBt.p^^ 

Oder logaritbmiert nnd dann diJEferenziert: 

1 dp 


so ergibt sicb 


d\ogyL==^^ = 

® yi, nL p 


dy0 L 


dyi, _ yjc 
dp Ttzp ‘ 

Dem Ansdruck ^egen wir nacb Voraussetznng die Adiabaten- 
gleicbung 

3? • = konst. 

asngrunde, wobei fur Lencbtgas etwa gleicb ij35 nnd fur Wasser- 
stoff gleicb 1,40 ist (w nebmen also an, daB eine Warmezu- oder -abfubr 

durcb Strablung nicbt in Frage kommt). Analog wie oben fiir 
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bekommen wir daim: 

dp xqp’ 

Setzen wir die gefundenen Ansdriicke fur und in (7) ein, so 
ergibt sich: 

dh p \nz . K0/ * 

Die Forme! wird sehr einfach und fxir tJberscblagsrecbnungen be- 
sonders geeignet, wenn 


gesetzt wird. 


71^ = ^a==n 

Dann geht die Gleichung liber in: 


dE 

dh 


Vyz 

pn 


(YL—Ye) • 


Unter Einfiihrung der EechengroBe pjy^^ == Kq (Hobe der gleichf. 
Atmosphare) ergibt sicb 


dE _ Viyz—. ya) _ Q 

d h h^ * Tb Zetq yit 


(8) 


Als ein Beispiel flir die praktiscbe Anwendbarkeit dieser Forme! 
fragen wdr uns : Wie hoch steigt ein Ballon im Prallzustand, wenn eine 
gewisse Ballastmenge abgeworfen wird? Im Gieichgewichtsfall ist 
i? = 0. Wird eine Ballastmenge — A Q abgeworfen, so entspricht das 
in diesem Augenblick einem AB=—AQ, Wir fragen uns nun: 
Welche Hohenanderung entspricht diesem AB ? Entwickeln wir h als 
Funktion von B in eine Taylorsche Reihe und benutzen wir nur das 
erste Glied, so haben wir 

Oder, da im Augenblick des Ballastgebens A E = — A Q ist, und da 
wir nach (8) schreiben konnen 


dh 

dE ^ Q ^ 

wird 

Ah = ~AQ (BaUastformel) . (9) 

V ■ 

Setzen wir z. B. Q == 1000 kg und den Ballastabwurf Zl § = 10kg, 
d. h. 1 % von dem Gesamtgewicht, und nehmen wir an, daJ3 die Tempe- 
ratur ^ = 0®C und n = 1,40 (Ballon mit Wasserstoff geflillt) ist, so 
ist, wenn wir nach S. 30 \ = 8000 m setzen, 


Ah- 


1,4.8000^10 

looo 


= 112m, 


4 * 
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Man sieht, daB eiri verhaltnismaBig groBer Ballastverlust nur. eine 
geringe Hohenanderung bewirkt, d. h. dem Pralkustand kommt eine 
groBe Stabilitat zu. 

24. Stabilitat eines im ScMaffzustand befindlichen Ballons bei adia- 
batisehen ZustandsSnderungen. Da beim Schlaffzustand das verfiig- 
bare Ballonvolumen nur zu einem Teil mit Gas gefiillt ist, kann sich 
dieses bei Aufwartsbewegungen des Ballons ausdebnen, obne aus dem 
Fuliansatz auszutreten. Das Gesamtgewicht des Fullgases bleibt 
somit konstant, solange sich der Ballon im Schlaffzustand befindet. 


Qo 


Setzen wir in (6) V = — , so haben wir 
^ ^ yo 


R 


Oder 


ye 


iYi.—Ya)—Q, 


E 




dE 


Bilden wir jetzt fiir = konst,, so erhalten wir 
—n ^2 ^ (y^ 


dh 


und mit If = -y£ 


dE 


dh "" 

Y% 

dp 

Diese Gleichung laBt sich 

analog wie in 

dE 

Qeyi 

f 1 

dh ■” 

yaP 

\nL " 

Oder mit Berucksichtigung 

p 

von — 
yL 

— ^0 

dE 

Vyz 

(-- 

dh ~ 

~ h 

\nz 


-Yl 


dyQ 


d^ > 


J_ 

«(? 


Da nun im Gleichgewichtszustand 

C = y<?) 


ist,. so ergibt sich 
Oder, da nach (4) 


dE Q,yL 

dh h^XyL — ya) 


1 

,n'L 


h)' 


yz 

yz — yff 


1 -- 


yfi 


ist, 


yz 


dE 

dh 




•(i 


_1 


)■ 


( 10 ) 
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Man erkennt, daB = 0 ist fiir d. b. einer Jinderung 

von h entspricht fiir diesen Fall keine Jindemng von i?; wir haben also 
den indifferenten Gleicbgewicbtszustand. 

Fiir rix, = 1,40 (adiabatiscbe Schichtung) 

nnd % = 1,35 (Leuchtgasfiillmig) , 


Oder iiberbaupt fiir nj, > erhalten wir ^ > 0, d. h. bei wachsender 

Hobe nimmt die resultierende Kraft zu ; wir baben ein labiles Gleicb- 
gewicbt. Nur fiir nx, < pCq baben wir also stabiles Gleicbgewicbt. 

Bisber baben wir die Stabibtat eines Ballons bei adiabatiscben Zu- 
standsanderungen untersucbt. Jetzt wollen wir dazu iibergeben, den 
EinfluB der Temperaturanderungen zu betracbten, die durcb Warmezu- 
bzw. -abfubr bewirkt werden, d, b. der Temperaturanderungen bei 
konstantem Druck, wie sie besonders durcb Bestrablung und Aus- 
strablung entsteben. 

25. EinfluB der Temperaturanderungen bei konstantem Druck auf 
einen Ballon im Prallzustand. Wir geben von (6) aus und konnen unter 
Beriicksichtigung von (3) und (4;) diese Gleicbung aucb scbreiben 

~ — O. 

Bz \Tz To) ^ 

Differenzieren wir jetzt B partiell nacb der Temperatur des Fiiil- 
gases wobei nacb Voraussetzung sowobl V konstant zu setzen ist 
(Prallzustand) als aucb p (Zustandsanderung konstanten Drucks), so 
erbalten wir 

dR V -p a 


Oder mit Benutzung von (3) und (4) 

dR Yya 

QTq _ To 

Da 


= 

7h — ya 

yo 

ist, konnen wir auck sehreiben 

dR 

dTg Tg' 


Va 


Q _ ■ yz 
■ i 1--^ 


■cr y~ 


Qa 


Tl 


Tl 

Tg 


Nack Tjj differenziert, ergibt sick in akniicker Weise 
&R _ Vp ^ '^Vi- ^ _ 

STi, BlT% Tj. 

i U! 


( 11 ) 
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Fur eadliciie (kleine) Differenzen der Temperatur des Fiiligases 
(A T^) und der Luft {A Tj) erhalt man, da 


AR = 

^AT 

-^r^AT 
^ dTz. 


ATa 

Tz 

ATz 

AS 


To ■ 

Ti, 


1 - 

To 


Eine tTberschlagsformel erhalten wir wieder, wenn wir die Tem- 
peratur der Luft gleich der des Fiillgases annehmen — T, 

Wir erhalten dann 

A R (y A Tff — A Ti, 

" 0 "“^ Til-cT 

und unter Benutzung der Ballastformel (9) 

f a ATg 1 ATl\ 

Ah=^nhA-, t — . 


In dieser Gieichung haben wir den Zusammenhang der Hohen- 
anderung eines Ballons im Prallzustand mit der Temperaturtoderung 
bei konstantem Druck. Das erste Glied ist hierin das wichtigste, da 

T ^ fiir verschiedene a sich stark andert; wir haben z. B. 

fiir Leuchtgas : ~ > 

wahrend 

fiir Wasserstoff: ~ ^ ’ 

d. h. fast des Wertes fiir Leuchtgas ist. 

Berechnen wir beispielsweise die Hohenanderung bei einer Tern- 
peraturerhohung von P. Es sei 

2 " = 2900 {t = 170 0 ) 

Jiq i= 8500 m 

%=^(?==1j 35 (Leuchtgas). 

Setzen wir diese Werte in die Uberschlagsformel ein, so ergibt sich eine 
HohenMderung von 

A'h ===: 34 m 

far 1® Temperatuferhohung. 

Die gleiche Bechnung fiir Wasserstoff lief ert fiir P Temperatur- 
erhohung ein Aufsteigen des Ballons um 

=; 3,5m. 

Wir erkennen also, daB ein mit Wasserstoff gefullter praller Ballon 
— soweit Temperaturerhohungen durch Warmezufuhr in Prage kommen 
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— wesentlicii stabiler ist als ein solcher mit Leuchtgasfiiiltmg. Ber 
groBe UnterscMed kaim so verstandlich gemacht werden, daB das Aus- 
stoBen des verhaltnismaBig schweren Leuchtgases bei Erwannung einer 
erbeblichen Baliastatisgabe gleichkommt, wakrend bei dem leicbten 
Wasserstoff eine solche Wirkung nur in sehr geringem MaB© eintritt. 
26. EinfluB der Temperaturandenmg bei konstantem Druck anl einen 

Q 

Ballon im ScMaffznstand. Setzen wir in (6) F = — , so baben wir 

Oder nach (4) 



Um die Abhangigkeit der Resultierenden bei Temperatnranderungen 
des Gases zu berechnen, bilden wir wiederum die partielien Ableitungen 
von E nach bzw. Tj^, wobei das Gewicht des Eiillgases Qg wegen 
des Schlaffzustandes als konstant zu betrachten ist: 

dE Qg 

dT& ^ aTx, 


Oder bei Beriicksichtigung von (11) 


dE 

BTq 



Ebenso ergibt sich unter Benutzung von (4) wie in Nr. 25 

dE _ T7 ^ Ql__ Q 

dTj,-. aTl ^ 

Eiir endliche Diiferenzen der Temperaturen des Fuilgases und der 
Luft erhalten wir dann in ahnlicher Weise wie in Nr. 25 


ATa ATz 


AE 

Q 


l^a 


Tz 


(13) 


Hier verhalt sich also — itn Gegensatz zu dem analogen Ausdruck 

(12) « — Leuchtgas und Wasserstoff bis auf den Faktor ^ gleich. 

Die Anderung der Gastemperatur wirkt hier eben nur durch Ver- 
anderung von F. 

Durch Kombination von (10) mit (13) erhalten wir 


ATi^ ATz 
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Wir haben Mermit Mr den schiaffen Ballon die Beziebnng zwischen 
den Anderungen der Temperatur zu den dadurcb bewirkten Hohen- 
anderungeii. Es ist bier zu bemerken, dafi die 'Hohenanderung un- 
abbangig von a ist. 

Als eiii Beispiel wollen wir den Fall betracbten, dafi die Temperatur 
des Fiillgases (Leucbtgas) sicb um 1® C erbobe, wabrend die Luft- 
temperatur = 290®) konstant bleiben moge, also 

~ entsprecbend Jiq = 8500 m . 

Setzt man diese GroBen Mr verscbiedene (d* b. verscbiedene 
Luftscbicbtungen) in (14) ein, so ergeben sicb die in der folgenden 
Tabelle angegebenen Werte der Hobenanderung Ah. 

^Q=lyZ5 AhlT 

Til == 1»35 0 00 

m == 1,20 0,092 320 

nj, = 1,00 0,259 113 

27, TJrsacllen der Warmezu- bzw, -abfuhr; Verhalten des Ballons 
wdhrend der Fabrt. Es fragt sicb nun: Durcb welcbe Ursacbe ist eine 
Temperaturanderung bei konstantem Bruck, d. b. bei Warmezil- oder 
-abfubr bedingt? Es kommt einerseits die Sonnenbestrablung bei Tag 
und die Warmeausstrablung des Ballons bei Nacbt in Frage, anderer- 
seits die Abkiiblung durcb ,, Aspiration' ‘ bei Vertikalbewegungen (ca. 

1 bis 4 ni pro Sek. ; Horizontalbewegungen relativ zur umgebenden 
Luft kommen so gut wie nicht vor). Zu erwabnen ist bier, daB die 
Warmeabgabe ungefahr proportional der Geschwindigkeit ist, wabrend 
der Widerstand mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wacbst. 

Ballon bei Tag iiberbitzt ist, wird jede Aufwartsbewegung 
wegen der Abkiiblung durcb Aspiration verringert, wabrend eine Ab- 
wartsbewegung beschleuni^ wird. Er steigt daber im scblaffen Zustand . 
langsam und gleicbmaBig bei zunehmender Bestrablung, fallt dagegen 
besebleunigt bei abnebmender Bestrablung (Wolken). Bes Nachts liegen 
die Veirbaltnisse umgekehrt: der Ballon ist bier kalter als die Luft und 
daber steigt er scbnell und fallt langsam. 

Es mag nocb erwabnt werden, daB es fur Bauerfabrten ricbtig ist, 
bei Tag an der Prallbobe zu bleiben und des Nachts eiiie Stabilitats- 
scbicbt (Bodeninversion, vgL Nr. 18) aufzusucben. 

* Wie wir schon erwabnten, ist fur den Widers,tand bei Vertikal- 
bewegung die Proportionalitat mit der zweiten Potenz der Gescbwin- 
digkeit anzusetzen. 'Benutzen wir fur die Vertikalbewegung die Sat^^^^^ 
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der Pimktmechanik, so haben wir unter Vernachlassigung der Wirkung 
der Aspiration: ^ 27 . 


wobei 


W 


' konst. • ~ -F 
9 


[dtj 


ist; das negative Vorzeicben ist fiir den Anfstieg, das positive Vor- 
zeichen fiir den Abstieg zu nebmen. 

Diese Differentialgleicbung zweiter Ordniing nnd zweiten Grades 
laBt sicb anf eine solcbe erster Ordnung znriickfiibren, wenn M von h 

unabbangig ist, durcb Einfiibrung der Variablen-^ . Scbwieriger wird 

die Anfgabe, wenn Aspiration in Frage kommt, da B dann nicbt ntir 
von h abbangig, sondern dnrch eine Differentialgleicbung gegeben ist. 
Zu beriicksicbtigen ist noeb die vom Ballon mitgefiibrte Luftmasse, 
was auf eine Massenverinebrung des Ballons binauskommt, so daB man 


etwa setzen kann: m = 1,5 — . 

9 

Beim Aufstieg nacb Ballastabgabe scbieBt der Ballon durcb seine 
Tragbeit etwas uber die Gleicbgewicbtslage binaus und wiirde mit dem 
entstandenen Abtrieb wieder bis zum Boden durcbfallen, wenn die 
Luft nicbt stabil genug ist (Abb. 33). Man muB daber nacb beendigtem 


! 



Abb. 33. Der Ballon steigt infolge der Tragbeit fiber 
seine Grieicbgewicbtslage Aj binaus und sackt (ohne 
Ballastabgabe) wieder langsajoa 2 u Boden. 



Ballast kurz vor der I^ndung. 


Aufstieg (bei B) ein wenig Ballast geben (etwa kg), um den Ballon 
ins 2 :u bringen. 

Vor der Landung ist „Bremsballast‘^ zu geben. Ein Teil des Brems- 
balla$ts wird in Form eines Scbleppseils mitgenommen. Eine weitere 
Aufgabe dieses Scbleppseils ist die, den Ballon so zu drehen, daB vor 
der Landung die ,3eiBbabn“, die zum endgiiltigen Offnen dos Ballons 
vorgeseben ist, nacb binten oben gelangt. Das Geben von Ballast kurz 
vor der Landung (Punkt ^ in Abb. 34) bat den Zwec£, den sonst zu 
erwartenden StoB auf den Erdboden abzufangen. Kurz vor dem Auf- 
setzen bat dann das AufreiBen der (geklebten) PeiBbabn zu gescheben. 
Durcb die entstandene groBe Offnung entweicbt das Gas scbnell. Damit 
ist die Landung beendet. 
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IV. Oberflaehenspannimg. 

28. Physikaliscke Feststellungen. Die freien Fiiissigkeitsoberflachen 

z;eigen eine Eeihe von Erscheinungen, die alie aus einer gemeinsamen 

Ursache erklart werden konnen, namlich aus dem Bestreben dieser 

Oberfiachen, sicb moglicbst zu verkleinern, Diese Tatsache, die offenbar 

auf das Vorbandensein von Zugspannungen in der Oberflacbenbaut 

aknlicb den Spannungeii in einer diinnen-biegsamen Membran sehlieBen 

laBt, kann man durch folgendes sehr einfaches Experiment besonders 

anschaulicb beweisen (Abb. 35). Ziebt man einen Drabtring, an dem 

an einer Stelle ein in sicb gescblossener diinner Faden befestigt ist, 

durcb eine Seifenlosung (der man, 

um das scbnelle Verdunsten zu 

verbiiten, einige Tropfen Glyze- 

rin beimiscbt), so iiberziebt er 

sicb mit einer sebr diinnen La- 

melle; der in sicb gescblossene 

diinne Faden bat dabei eine be- 

liebige zufalbge Gestalt. Durcb- 

Abb. 35. Wirkuttgsweise der Oberfiachenepaniiiimg stoBt man nun die Oberflacbe an 
einer ddnneii Mussiglceitsbaut. . n . -r t . . -i 

einer Stelle im Innern des in sicb 
gescblossenen Fadens, so weitet sicb die Soblinge unter dem EinfluB 
der Oberflacbenspannungen zu einem Kreise auf. Die diinne Fliissig- 
keitsscbicbt bat damit* ibre kleinstmoglicbe Oberflacbe erbalten. 

DaB eine Fliissigkeit, die keinen auBeren Kraften unterworfen ist, 
die Gestalt einer Kugel annimmt, ist gleichfalls der Eigenscbaft der 
Fiiissigkeitsoberflacbe zuzuscbreiben, fiir ein gegebenes Volumen die- 
Jenige Gestalt anzunebmen, fiir die die Oberflacbe ein Minimum ist. 

Dieses besondere Verbalten der Fiiissigkeitsoberflacbe bangt damit 
zusammen, daB die molekularen Krafte derjenigen Fliissijgkeitsmolekiile, 
deren Wrrkungsspbare die Fiiissigkeitsoberflacbe scbneidet, die also um 
weniger als den Radius der Wirkungsspbare von der Oberflacbe ent- 
fernt sind, eine einseitige Anziebung nacb innen erfabren. Wabrend 
im Innern der Fliissigkeit die molekularen Kobasionskrafte sicb am 
einzelnen Teilcben gegenseitig aufbeben, ergibt sicb daber fiir die Teil- 
cben an der Oberflacbe eine senkrecbt nacb dem Innern der Fliissigkeit 
gericbtete Resultierende der Kobasionskrafte, durcli die diese Teilcben 
gewissermaBen nacb dem Innern der Fliissigkeit gezogen und daran 
gebindert werden, sicb von der ubrigen Fliissigkeit loszulosen. Daraus 
resultiert das Bestreben, die Oberflacbe mogbcbst zu verkleinern. 

Die Erscbeinungen der Oberflachenwirkungen treten nicbt nur an 
freien Oberflacben auf, sondern auch an den Begrenzungsflacben von 
verscbiedenen Fliissigkeiten, z, B. von Wasser und Ol. Hier fubren 
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die in der Beriihrungsf lache der beiden Medien aixftretenden Spannungen 
zu ahnlichen Erscheinungen wie die Oberflachenspannnngen an der Be- 
grenzungsflacfie von Eliissigkeit und Gas. 

In gewissen Fallen (wenn es sich. um miscbbare Fiiissigkeiten wie 
Wasser nnd Alkohol bandelt) treten jedocb statt der Zngspannnngen 
Drucke auf . Derartige Oberflacbenhaute sind aber im labilen Gleich- 
gewicht und im allgemeinen nicbt zu beobachten; nur bei besonderer 
Vorsieht geMngt es, z. B. beim EingieBen von Alkohol in Wasser^ die 
Oberflaohenhaut, die ein gekrauseltes Aussehen hat, ftir Augenblicke 
zu beobachten. 

29. Zusammenhang der OberflSehenspaimung mit dem Druekunter- 
scMed an beiden Seiten einer Flussigkeitsoberflaehe. Betrachten wir ein 
beliebiges Stiick einer Flussigkeitsoberflaehe, so ist die Oberflachen-- 
spannung an alien Stellen dieser Flussigkeitshaut gleich groB, und auch 
an jeder Stelle in alien Bichtungen der Tangentialebene der Oberf lache 
die gleiche. Wir bezoichnen dabei als Oberf lachenspannung die Tan- 
gentialkraft pro Langeneinheit eines durch die „Fiussigkeitshaut‘* be- 
liebig geiegten Schnittes. Bei Wasser ist die Oberflachenspannung — 

dvii 2 

auch Kapillaritatskonstante genannt — gleich (7 = 74 = 0,075 ~ . 

Um die Beziehung zwischen der Oberflachenspannung und der durch 
sie bewirkten Resultierenden senkrecht zur Oberfiache abzuleiten, be- 
trachten wir ein rechteckiges Element der Oberfiache (Abb. 36) und 
bestimmen die Badien und der Kriimmungskreise fiir zwei auf- 
einander senkrechte Schnitthnien des Oberfiachenelementes, Ist C die 
Kapillaritatskonstante, so greifen an 
den Seiten des Oberfiachenelementes 
die Krafte G und G dsQ an, wenn 
d$i hzw. ds^ die Seiten des Eiementes 
sind. Bilden wir denKrafteplan der den 
Winkel da einschlieBenden Krafte senk- 
recht zu so ergibt sich, wenn man 
berucksichtigt, daB d$i = r-^dix ist, als 
Resultierende : 

G ds^ doL G ds^ , 
analog fiir die Krafte senkrecht zu dsi 

Abb. 86. Die an eine gekriimmte Oberfiaclie 
C ds-y - ^ angreifenden Oberfiacbenspannxmgen. 

Der Summe dieser beiden Krafte muB offenbar ein Druckunter- 
schied das Gleichgewicht halten: die Druckkraft auf die Flache ds-^ds^, 
ist offenbar AP = Ap'ds-^ds^/ Hieraus ergibt sich fur die Druck- 
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differenz pro Fiacheneinheit der Oberflache die Beziehung 


Der Druekuiiterschied an beiden Seiten einer Fliissigkeitsoberflache ist 
somit der Summe der reziproken E^iimmungsradien zweier aufeinander 
senkrecbter Kjriimmnngskreise proportional, also nm so groBer, je ge- 
kriiinmter die Oberflacbe ist, wobei der groBere Druek immer auf der 
hoblen Seite der Fliissigkeitsoberflacbe ist. Wir wollen nock bemerken, 

daB der Ausdruck ^ ~ Koordinatendrehungen gegeniiber in- 

variant ist, so daB die Formel (1) die ans physikalischen Griinden 
zii fordemde Unabbangigkeit von den gewahlten Recbteckriclitungen 
anck wirkiick besitzt. 

30. Oberflackenspannung bei Beriikrimg mehrerer Medien. Bisker 
kaben wir- im wesentlicken nnr das Verkalten der freien Fkissigkeits- 
oberflacke bekandelt, d. k. derjenigen Oberflacke einer Fliissigkeit, die 
von einem Gas begrenzt wird. Zur Erklarung der dabei auftretenden 
Ersckeinungen batten wir die VorsteUnng herangezogen, daB die Fliissig- 
keitsmolekiile, deren Wirkungsspkare in das begrenzende Gas kinein- 
ragt, im wesentkcken nur von den Kokasionskraften der Fliissigkeit 
beeinfluBt werden, da die entspreckenden Krafte des Gases anf diese 
Fliissigkeitsmolekiile vernachlassigt werden konnten. Die dadurck be- 
dingte einseitig nach innen gericktete Kraftresultierende auf die Teile 
der Fliissigkeitsoberflacbe saken wir als Ursacke der spezifischen Ober- 
flackenersckeinungen an. 

Anders werden jedoch diese Verkaltnisse, wenn wir uns die be- 
tracktete Fliissigkeit yon anderen Fliissigkeiten oder von festen Korpern 
begrenzt denken. In diesem Fall werden auf die Oberflacke der Fliissig- 
keit Krafte ausgeiibt, die von den beriihrenden Medien ausgehen, und 
die eine Abnahme der Oberflachenspannungen verursacken. Dabei ist 
zu bemerken, daB die Oberflackenspannung zwiscken zwei Korpern 1 



Abb. 37. Oberfitclienspaiinungen an der Beruhnings- 
stelle dreier Miissigkeiten ; die Winkel Sind dutch die 
Dreieckseiten v611ig bestimmt. 


und 2, die wir mit ^ bezeich- 
nen wollen,. keinesw^egs gleick 
der Differenz der Oberflacken- 
spannungen beider Korper 
gegen Luft — 0^ ist. 

Fiir den Fall, daB drei 
Fliissigkeiten (von denen eine 
Liift sein kann) zusammen- 
treffen, ergibt sick aus Abb. 37 


der Zusammenhang der in Frage kommenden Oberflackenspannungen. 


Betrachten wir jetzt den Fall, daB zwei Fliissigkeiten 1 und 2 (von 


denen die eine wieder Luft sein kann) an einem festen Korper 3 zu- 
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sammenstoBen, so- bilden die beiden Fiiissigkeiten, wie die Erfabrung 
zeigt , an der Berubrungstelle P mit der Wand einen gewissen Randwinkel a 
(Abb. 38). Da das Gleicbgewicbt in der vertikalen Ricbtung durcb das 
Vorhandensein des festen Korpers gegeben ist, bleibt bier als Gleicb- 
gewicbtsbedingung nur das Verscbwinden der Horizontalkomponenten 
der auftretenden Oberflacbenspannungen 
im Punkte P 

^lt2 ^ ~ ^2, 3 ^1,3* 

Hieraus lafit sicb bei bekannten Kapilia- 
ritatskonstanten der Randwinkel berecb- 
nen, oder ans der Messnng des Band win- Abb. ss. Oberfi§.cheiispaiiiiTingen as der 
kels die eine der drei Kapillaritatskon- 

stanten bestimmen. mmmmemmen. 

1st (72^3 — 3 < 0, so ergibt sicb aus der obigen Gleicbung a > 

wir bezeicbnen in diesem Fall die Fliissigkeit 1 als nicbt netzend ( Queck- 
silber auf Glas, Abb. 39 a); ist 0 < 02^3 — 3 < C 12 , so nennen wir 

die Fliissigkeit netzend (Wasser anf Glas, Abb . 39 b) ; ist 3 — ' Gj^ 3 > G^ 2 j 

so ist die obige Gleicbung fiir keinen Randwinkel zu befriedigen, es ist 
daber kein Gleicbgewicbt vorbanden, und der Punkt P ruckt nacb rechts, 
d. b. die Fliissigkeit kriecbt dauernd waiter. Diese Erscheinung baben 
wir bei gewissen Oien auf Glas oder Metall, oder bei einem auf Wasser 
gefallenen Oltropfen, der mit einer diinnen Haut scblieBlicb die ganze 
Oberflacbe iiberziebt. 



31. Oberflacbenwirkimg unter dem EinfluB der Sebwerkraft. Haben 
wir bisber die Erscbeinungen der Oberflacbenwirkung von Fliissigkeiten 
betracbtet, soweit auBere Krafte, insbesondere die Sebwerkraft, nicbt 
zur Wirkung kamen, so fragen wir uns jetzt: Welche Gestalt nimmt 
die Beriibrungsflacbe zweier Fliissigkeiten (von denen die eine wieder 


Luft sein kann) unter der Einwirkung der 
Sebwerkraft an ? Legen wir ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem zugrunde mit derpositiven 
z-Riebtung nacb oben, so ist, wenn der mit 
der Hobe variable Druck der Fliissigkeit 1 
(mit dem Raumgewiebt 7^) mit und der 
Druck der Fliissigkeit 2 Init dem Raumge- 



wiebt (^2) Diit P 2 1^®2ieichnet wird, nacb S. 20 ^ Tropfm einer 


nicht netzenden a > 


einer netzenden a < - 


J>2 = - ya 2 . 


S’lOsBlgkdt. 


. wo P0 eine Integrationskonstante ist, die wir als gleicb annebmen woUen. 
Das bedeutet, daB fiir z == 0 aucb die Druckdiff ereiiz pg “ Pi = ^ 
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d. h. wir haben den Koordinatennrsprnng in die Ebene gelegt, in der 
Pj^ = P2ist 

Als Druckdifferenz P 2 — p^ = Ap baben wir somit an der Berubrnngs- 
fiacbe beider Flnssigkeiten 

^P== { 7 i ”-72)2:. 


Da anderseits der Zusammenbang der Druckdifferenz mit der Ejriim- 
mung der Eegrenzungsflache gegeben ist durch Gleichung (1), so baben 

Jl 4- i- = 711172^ 


^2 


m 


Die Badien sind dabei positiv zu recbnen, wenn die Begrenzungsflacbe 
nacb oben bobl ist, wobei die Elussigkeit 2 iiber der Eliissigkeit 1 liegen 

moge. Der Quotient — ist eine Konstante von geometriscber Be- 
deutung mit der Dimension einer reziproken Flacbe: 


Kraft ^ Kraft 1 1 

Yolunien * Lange J Lange^ 


Driickt man in obiger Gleicbung die Kriimmungsradien und 
in den Ableitungenvon z nacb x und ^ aus, so erbalt man eineDifferential- 
gleicbung fiir z als Funktion von x, y, deren Losung die Gleicbung der 
Begrenzungsflacbe darstellt, wobei die auftretenden Integrations- 
konstanten durcb die Bandbedingungen bestimmt sind. Das Problem 

vereinfacbt sicb betracbtlicb, wenn *^==0 ist, wie es bei der Beriibrung 

zweier Fltissigkeiten langs einer ebenen Wand der Fall ist. Die Losung 
der Differentialgleicbung fiibrt bier auf dieselben elliptischen Funktionen, 
die bei der endlicben Verbiegung diinner Drabte auftreten (Beispiele 
bierfiir baben wir in den Abb. 40a und b). Bei rotationssymmetriscben 
Begrenzungsflacben, z. B. der Begrenzungsflacbe in einem Zylinder, laBt 
sicb die Losung der Differentialgleicbung nicbt naebr in gescblossener 
Form angeben. 

32, Kapillaritat. Zum ScbluB dieses Kapitels wollen wir nocb kurz 
auf die Erscbeinung der Kapillaritat eingeben. 


^ Taucben wir beispiels- 

— weise ein enges Glasrobr 
II/ in Wasser, so wissen wir 

nacb dem Vorbergeben- 

I . / den, ,daB das 'Wasser 

^ da es in bezug auf Glas 

Abb. 40. Analogic zwiscben den Yormen von verbogenen crnt netzend ist — einen 
dimnen elastiscben Drahten und den nnter der Binwirknng ® , . 

von Oberfiachenspannungen sicb ausbildenden Bormen von sebr spitzen Bandwinkel 

Biussigkeitsoberfiachen. , , n/r • 

budet, SO daB der Menis- 
kus bei geniigend kleinem Durcbmesser des Bobres eine sebr stark 
gekriimmte Wasseroberflacbe bildet. Die Folge dayon ist aber — 
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wie wir in Nr. 29 gesehen haben — eine Druckresultierende J P nach 
oben, derzufolge das Wasser so lange in dem Glasrobr steigt, bis das 
Gewicbt der iiber der nmgebenden Flussigkeit befindlicben Fliissigkeits- 
sanle im Glasrobr gleicb A P ist (Abb. 41). 

Nebmen wir den Fall, daB das Innere des Glasrohres von Wasser 
benetzt ist, so daB also der Randwinkel a = 0 ist, so haben wir nacb (2), 
weim a der Radius des Rohres ist, nnter der Naherungsannahme, daB 
die Oberflacbe die Form einer Halbkngel bat, 


^1. 2 

also 

Man erbalt diese Beziebnng aucb direkt, wenn man bedenkt, daB 
an der Oberflacbenbaut im Innern der Kapillarrobre vom Umfang 27ta 
gleicbsam die Fliissigkeits- 
saule Tta^ z —>' 2 ) 
der Kraft in der 

Oberflacbenbaut getragen 
wird. Fs ist somit 
2na Gi, 2 = ^ cfi ziy^ — yg), 
also 

^ ^ (yi— y2)a‘ 

3£E Diese Betrachtung laBt 

uns aucb. eleicb eine Ver- Abb. 42. Meniskus einer 
Abb. 41. KapillarrShre. - ® -n i XapiUarrohre. 

femerung unserer Formel 

erkennen. Fur z ist genauer die Hobe zu nebmen, die — wie in Abb. 42 
angedeutet — das Volumen ausgleicbt. 

Handelt es sicb nicbt um eine vorber benetzte Kapillarrobre, so er- 
gibt sicb — wenn a der Randwinkel der Flussigkeit gegen Glas ist — 




Oder 


271 a a — Tia^ z {y^ 

__ 2(7i^gCos<x 
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Nebmen wir als ein Beispiel den Fall, daB a — 0,05 cm ist, so baben 
wir, da Gi ,2 = 0,675— ist, fiir die Hobe, die das Wasser emporsteigt: 


2.0,075 

1-0^5 


3 om . 



Zweiter Abschnitt. 


Kinematik der Fliissigkeiten und Gase. 

V. Darstellungsmethoden. 

33. Lagrangesche Darstelluuig. Es handelt sich in diesem Abschnitt 
um die Verknupfung der geometrischen Lagenbeziehiingen von Eliissig- 
keitsteilchen mit der Zeit, wobei wir die Eliissigkeit als einen von 
Masse stetig erfiillten Raum, d. h. als ein Kontinuum, ansehen wollen. 
DaB wir das tun diirfen in unserem Falle, wo die Volumenabmessungen 
der betrachteten Fliissigkeitsteilchen immer groB gegeniiber der durch- 
schnittlichen freien Weglange der Molekiile sein werden, haben wir in 
Nr. 1 ausfuhriich dargelegt. 

Es sind zwei Methoden zux Behandlung von Fliissigkeitsbewegungen 
ausgearbeitet. In der einen handelt es sich darum: Was geschieht mit 
den einzelnen Flussigkeitsteilchen im Verlaufe der Zeit,- welche Bahnen 
beschreiben sie, welche Geschwindigkeiten oder Beschleunigungen be- 
sitzen sie usw. ? Die andere Methode will die Frage beantworten: Was 
geschieht an gewi^sen Punkten eines von einer Fliissigkeit ausgefiillten 
Raumes, z. B. welche Geschwindigkeiten usw. herrschen in den einzelnen 
Raumpunkten? 

Wir gehen zunachst auf die erstere Methode ein und mussen — um 
die einzelnen Flussigkeitsteilchen voneinander zu unterscheiden — diese 
bezeiehnen, gleichsam numerieren oder mit Namen versehen. Wir tun 
das dadurch, daB wir zu einer behebigen Zeit i = (einem wirkhchen 
oder fingierten Anfangszustand) das Kontinuum auf ein beliebiges 
Koordinatensystem beziehen, Dadurch wird jedem Punkt des Kontinu- 
. urns umkehrbar eindeutig ein Zahientripel {a, b, c) zugeordnet. Dieses 
Zahlentripel soil der Name des betreffenden Pliissigkeitsteilchens sein, 
den es wahrend der ganzen Untersuchung behalt. 

Die Flussigkeit, deren samtliche Teije auf diese Art durch je ein; 
Zahlentripel gekennzeichnet sind, beziehen wir jetzt auf ein recht- 
winkliges Koordihatensystem, Die Bewegung der Fliissigkeit ist dann 
vollstandig gegeben, wenn fiir jedes Tmlchen der Ortsvektor t oder 
seine drei Romponenten a;, y, z abhangig von der Zeit gegeben ist. Dies 



Barsteiliingsmetlioden. 


65 


wird ausgedriickt durch die Gleichung 

X ^ (Uy 6, c, t) 

t == g (a, 6, c, t) Oder y ^ («, c, (1) 

z ~ i^3 (a, 6, c, f) . 

Ohne die Aligemeinheit dieser Methode einzuschranken, kann man 
auch das Zahlentripei (a, 6, c), das den Namen eines Fiiissigkeitsteilchens 
bezeichnet, axiffassen als kartesische Koordinaten. Jedem Fliissigkeits- 
teilchen wird dann emdeutig ein Vektor § = ia + j[6 + !c zngeordnet, 
wo i, j, ! die Einheitsvektoren in drei aufeinander senkrechten Richtungen 
bedeuten, Es kommt ako diese Auffassung darauf hinaus, daB man das 

Vi 2- System oder — wie wir sagen wollen — den r-Raum zu einem 
beliebigen Zeitpunkt ^ fixiert und ausmacht, daB jedes Eiiissig- 
keitsteilcben gekennzeichnet sein soli durch den Raumvektor den es 
in diesem Zeitpunkt t gerade hat. Diesen willlviirlich fingierten 
Raum, der nur zur Benennung der einzelneii Teile dient, nennen wir 
den §-Raum; er wird im allgemeinen nur zur Zeit t mit dem t-Raum 
ubereinstimmen. 

Die obige Gleichung (1) erhalt also die Form 



Abb. 43. Vektorielles 
Wegdiagramm. 


wobei ^ (der Name des einzelnen Fliissigkeitsteil- 
chens) fiir jedes betrachtete Teiichen konstant ist. 

Es ergibt sich also in dieser Darstellungsmeth ode fiir die Geschwin- 
digkeit des Fiiissigkeitsteilchens § (Abb. 43) 


iu 


^ lim 7"-- 




di\ 


Oder 



Der Index § soli dabei bedeuten, daB die Differentiationen bei kon- 
stantem § vorgenommen werden miissen. 

Entsprechend fiir die Beschleunigung 



Tietjons, nydroBiechauik. 2* Aufl. 
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Diese scheinbar sehr bequeme Methode erweist sich in praktischen 
Fallen, wo es sich darum handelt, Formeln fiir bestimmte Aufgaben zu 
finden, ala sehr nmstandlich nnd schwierig. Sie leistet zwar — wenn 
sie durchfiihrbar ist — sehr vieL Man nennt diese Darstellungsweise 
die Lagrangesche Darstellung, weil besonders Lagrange die zugehdrigen 
Eechenmethoden ausgearbeitet hat; indes hat schon Euler die Dar- 
stellung gekannt. 

Im allgemeinen jedoch will man soviel, wie diese Methode ergibt, 
nicht einmal wissen. In den meisten Fallen — wenigstens bei homogenen 
Fliissigkeiten — hat das Schicksal des einzelnen Fliissigkeitsteilchens, 
das sich als solches durch nichts von den librigen unterscheidet, kein 
besonderes Interesse. Vielmehr geniigt es in den weitaus meisten Fallen, 
anf die individuelle Behandlung der einzelnen Fliissigkeitsteilchen zu 
verzichten. Man will nur den Strdmungszustand und seine Veranderung 
in der Zeit an Jedem Raumpunkt keimen. Wir kommen hiermit zur 
zweiten Methode, die zwar weniger weitreichende Eesultate ergibt, dafiir 
aber wesentlich leichter bis zum Zahlenresultat durchgefiihrt werden 
kann, 

34. Eulersche Darstellung und ihr Zusammenhang mit der Lagrange- 
schen Methode. Diese nach dem Begriinder der Hydrodynamik benannte 
Eulersche Methode beantwortet die Frage : Was geschieht zu bestimmten 
Zeiten t an den einzelnen Punkten (r) des von einer Fliissigkeit erfiillten 
Raumes ? Fiir die Geschwindigkeit in den einzelnen Raumpunkten 
konnen wir die Gleichung schreiben: 

Oder 

^ = /i 2 ;, t) 

^ = /2 25 , i ) ( 2 ) 

= /a 2:, t) . 

Will man nachtraglich zur Lagrangeschen Darstellung aufsteigen 
und die Schicksale der einzelnen Fliissigkeitsteilchen bestimmen, so hat 
man fiir jedes einzelne Teilchen in 



dz 

verkniipft mit dem Gleichungssystem (2), ein System von drei simul- 
tanen Differentialgleichungen erster Ordnung fiir x, y, z in ihrer Ab- 
hangigkeit von t: Die Losung dieses Systems simultaner Differential- 
gleichungen enthalt drei Integrationskonstanten, die auch dazu notig 
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sind, um zu erreichen, da6 fxir eine gegebene Zeit ^ die Koordinaten 
des Teiichens x = y = z = werden. Man kann die drei Inte- 
grationskonstanten oder auch die von ibnen abhangigen Werte Xi, y^^, 
ais Fiiissigkeitskoordinaten a, b, c anffassen nnd kommt so anf die 
Lagrangesche Darstellung 

x^ 

2 / = ^2 i) 

z =F^ {a, b, c, t) 

zuriick. Die Lagrangesche Darstellung laBt sich also im Prinzip immer 
auf Grund der Gleichung (3) aus der Eulerschen Darstellung gewinnen. 

Die Schwierigkeiten, die die Losung der drei simultanen Differential- 
gleichungen bietet, sind allerdings meist so groB, daB von dieser Mog- 
lichkeit nicht viele Anwendungen bekannt sind. 

35. Stromlinie und Bahnlinie; stationare Bewegungsvorgange. Wir 
woUen Jetzt — um die Anschauung zu beleben — einige zur Darstellung 
von Fliissigkeitsbewegungen besonders geeignete Linien betrachten. 

Gehen wir von der Eulerschen Darstellungsweise aus, so haben wir 
ein der Gleichung tu = f (r, t) entsprechendes Geschwindigkeitsfeld, d. h. 
in jedem Punkt des betrachteten Raumes ist die Geschwindigkeit nach 
GroBe und Richtung gegeben, wobei dieses Geschwindigkeitsfeld sich 
im allgemeinen mit der Zeit andert. Eixieren wir es fur einen beliebigen 
Zeitpunkt t und ziehen diejenigen Kurven, deren Richtung in 
jedem Kurvenpunkt mit der Richtung der Geschwindigkeit in dem be- 
treffenden Punkte iibereinstimmt, so geben diese Linien uns liber die 
Geschwindigkeitsrichtung in jedem Punkte des Raumes AufschluB. 
Diese Kurven heiBen Stromlinien. 

Wahrend man durch die Lagrangesche Methode Kenntnis erhalt 
liber die Bahn der einzelnen Fliissigkeitsteilchen im Verlauf der Zeit 
(Bahnlinien), gibt die Eulersche Darstellung gleichsam in Momentbildern 
augenblickliche Str5mungszustande in einzelnen Zeitpunkten ( Strom - 
linienbildern), wobei die Beziehung der einzelnen Fliissigkeitsteilchen 
zu den Stromlinien fehlt, da im allgemeinen die Stromlinien zu ver- 
schiedenen Zeitpunkten aus anderen Fliissigkeitsteilchen gebildet 
werden. 

Die Gleichung der Stromlinien fiir einen bestimmten Zeitpunkt 
t = lautet (nach Definition) 

vektoriell geschrieben: dx|jtD oder dxxin=0, 
in Koordinaten : dx :dy :dz = u:v :w . j 

^ <^xxtD (gelesen; dt an in) ist das vektorielle Produkt der beiden Vek- 
toren dt und in. 


5 * 
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Diese Gleichung uiiterscheidet sich flir einen bestimmten Zeitpunkt 
t = G nicht vom Gleichungssystem (3) fiir diesen Zeitpunkt, d. h. die 
Bahnliriie beriihrt fiir t = G die Stromlinie an dem Ort, wo das Teil- 
cheii sich gerade befindet. 

Ein besonders wichtiger Pall ist der, daB t in (2) nicht explizit 
vorkommt tu = f(r); es sind dies offenbar Bewegungen, bei denen in 
den einzelnen Raumpiinkten die Geschwindigkeiten von der Zeit un- 
abhangig sind, d. h. zeitlich unverandert andauern; man nennt solche 
Bewegungen stationare Bewegungen. In diesem Fall ist (3) identisch 
mit (4) {t tritt ais Parameter aiif), so daB wir sagen konnen: 

Im statioiiaren Bewegungszustand sind die Bahnlinien mit den 
Stromliiiien identisch. 

36. Streichlinie. Neben diesen beiden wdchtigsten Linien woilen wir 
noch eine dritte Art betrachten, die besonders von experimenteller 
Bedeutiing ist. Wir fragen uns, welche Fliissigkeitsteilchen, d. h. welche § 
passieren im Laufe der Zeit einen gewissen Raumpunkt Xi des r-Raumes ? 
Die Fliissigkeitsteilchen, die dieser Bedingung unterworfen werden, 
mussen also nach der Lagrangeschen Darstellimg der Gleichung 

t) — Xi -- konst, 
geniigen, oder nach aufgeldst 

Fiir jeden Zeitpunkt t gibt es somit ein §>, das fiir diesen Zeitpunkt 
die Lage von einnimint, d. h. fiir ein kontinuierliches Zeitintervall 
eine Kiirve im ^i-Raum. Bezieht man jetzt diese §-Kurve auf den t-Raum, 
d. h. fragt man sich, welche Lage im t-Raum diejenigen Piinkte in eiiiem 
gewissen Zeitpunkt einnehmen, die den festen Pimkt ti passiert haben, 
so ergeben sich Punkte einer Kurve, die man Streichlinie nennt. Es ist 
somit zu bilden 

x = wo g ==©(#, tx) ist, 

mithin ■ 

Will man also eine Streichlinie fur den Zeitpunkt G konstruieren, 
so hat man zunachst fiir t “ 0 (dieses moge der Beginn dei* Stromungs- 
bewegung sein) a us der vorausgesetzten Kenntnis der Lagrangeschen 
Gleichungt == das Fliissigkeitsteilchen bestimmen, das zur 
Zeit t = 0 die Koordinaten von ti hat, d. h. in diesem Augenblick an ti 
vorbeistreicht. Dann liandelt es sich darum, den Raumpunkt t zu be- 
stimmen, in dem dieses Fliissigkeitsteilchen @ (0, tx) sich zur Zeit G 
befindet, d. i. aber nach der Lagrangeschen Gleichung 
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Damit haben wir einen Punkt der Streiclilinie. In der gieiehen Weise 
sind nun fiir eine geniigend groSe Anzahl von Zeitpunkten zwischen 
t = 0 und t = die verschiedenen zu bestimmen, die in den betref- 
fenden Zeitpunkten die Koordinaten von Xigehabt haben, und schlieB- 
lich deren Lage zur Zeit t Wie man erkennt, ist die Konstruktion 
von Streichiinien recht umstandlich und schwierig, besonders auch des- 
halb, weil sie die Lagrangesche Darstellung voraussetzt. 

Als Beispiel fiir eine Streichlinie kann man das Momentbild einer 
sicb im Winde biidenden Rauchfahne an einem Schornstein ansehen 
(dies gilt jedoch nur, sofern man davon absehen kann, dafi der Rauch 
durch seine Warme usw. der an der Schornsteinoffnung vorbeistreichen- 
den Luft zusatzliche Geschwindigkeiten erteilt). 

Man benutzt die Streichiinien gelegentlich zur experimentelien Er- 
forschung. von Strdmungserscheinungen. Dies geschieht dadurch, daB 
man durch ein Rohrchen oder auch eine Anzahl von solchen Farbe in 
die Fliissigkeit austreten laBt und damit sozusagen einzelne Fliissig- 
keitsteilchen farbt. Die hierdurch sichtbar gemachten Linien gefarbter 
Fliissigkeit sind Streichiinien. Ihr Charakteristikum ist offenbar, daB 
auf jeder solchen Linie lauter Fliissigkeitsteilchen vorhanden sind, die 
an der Rohrchenmiindung vorbeigestrichen sind. Auch bei Unter- 
suchungen von Luftbewegungen wird diese Methode haufig angewandt. 

Da die Streichiinien nach vorherigem gebildet werden aus den je- 
weiligen Endpunkten von Bahnlinien, diese aber im stationaren Zustand 
mit den Stromlinien identisch sind, so fallen fiir stationare Bewegungen 
auch die Streichiinien mit den Stromlinien zusammen. Da die eben 
erwahnte experimentelle Anwendung der Streichiinien sich meistens 
auf stationare Vorgange beschrankt, so gibt diese Methode bier zu- 
gleich AufschluB iiber die Formen der Eahn- und Stromlinien. 

37, Bedeutung des Bezugssystems fiir die Bewegungsfonn. Von be- 
sonderer Bedeutung ist die Wahl des Koordinatensystems, auf das die 
Fliissigkeitsbewegung bezogen wird. Wie wir sehen werden, ist es ntor 
lich moglich, durch Anderung des 
Bezugssystems unter Umstanden eine 
nichtstationare Bewegung zu einer 
stationaren zu machen iind umgekehrt. 

Wir wollen dieses an einem Beispiel 
erklaren. 

Wir betrachten z. B. die Stromung 

urn einen Briickenpfeiler, wobei das Abb. 44. stromlinien einer stationaren 
^ StTomnng. 

Bezugssystem Oder ■ — anders gesagt — 

der Beobacbtet in Rube ist, oder auch die Stromung um den vorderen 
Teil eines Luftschiffes, wie sie dem mitfahrenden Beobachter erscheint. 
Hier haben wir den stationaren Zustand. Abb. 44 zeigt die Strom- 
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linien, die in diesem Fall zugleich. Bahn- und Streichlinien sind (be- 
merkt sei noch, da6 wir den Korper so lang annebmen, daB Riick- 
wirkungen aui die betrachtete Strdmung um den Vorderteil des 
Korpers durch Storungen, die am Ende des Korpers auftreten konnen, 
vernachlassigt werden diirfen). Wiirde man im Punkt A durch eine 
kleine Sonde der an diesem Punkt vorbeistreichenden Fiiissigkeit (oder 

Luft) etwas Farbstoff (oder 
j / Bauch) beimischen, so wiirde sich 

/ / Farbfadeii in der gezeich- 

neten Art langs einer Strom linie 

^ Ganz anders werden jedoch 
Verhaltnisse, wenn wir eine 
hme / nichtstationare Stromung haben. 

^ i ^^^^^freichUnie Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn 
^ ^ wir die vorige Stromung um 

Abb. 45. Sfcromlmie, Babnlinie und Streicblinie , ^ .. r * 

einer nicht stationaren Bewegung. einen ljUttSCilllIKorper aui ein 

relativ zur ungestorten Fliissig- 
keit ruhendes Koordinatensystem beziehen. Jetzt haben Stromlinie, 
Bahnlinie und Streicblinie vollkommen voneinander verschiedene Ge- 
stalt. Abb. 45 zeigt die einzelnen Linien. Ber Korper werdrangt bei 
seiner Bewegung die Fliissigkeitsteilchen und zwar so, daB das vor 
der Mitte des Korpers befindliche Teilchen dauernd nach worn ge- 
schoben wird, wahrend die etwas von der Mitte des Korpers entfern- 
i, ten Teilchen nach vorn und zu- 

^ gleich seitwarts ausweichen. Das 
Stromlinienbild wird dabei vom 
Korper mitgenommen. 

Konstruktion von Bahn- 
und Streichlinien. Um die Bahn- 
linie eines Fliissigkeitsteilchens 
zu konstruieren, betrachten wir 
Abb. 46. Konstruktion einer Bahnlinie. die Beweguhg des in der Abb. 46 

mit § bezeichneten Fltissigkeits- 
teilchens. Nehmen wir an, daB die Bewegung des Korpers mit gleich- 
formiger Geschwindigkeit erfolgt, so daB der Korper K nach einem 
kleinen Zeitintervall sich um a verschoben hat, so moge sich das Flussig- 
keitsteilchen § in dieser Zeit — entsprechend der GroBe der Geschwindig- 
keit, die dem Punkt 0 zukommt — ungefahr nach dem Baumpunkti be- 
wegt haben. Ba sich das Stromlinienbild mit dem Korper bewegt, so 
befindet sich das Teilchen § nach dem betrachteten Zeitintervall auf 
einer neuen Stromlinie 1\ die in der Bewegungsrichtung um a von der 
alten entfernt ist. Auf dieser moge sich das Fliissigkeitsteilchen in einem 


Abb. 46. Konstruktion einer Bahnlinie. 
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Abb. 47. Konstruktion einer Strelchlinie. 


gleichen kleinen Zeitraum nach 2 bewegt haben, wobei es sich am 
Ende dieser Bewegung wieder auf einer neuen Stromlinie 2', die von der 
vorherigen in der Bewegungsricbtung des Korpers wieder urn a entfernt 
ist, befindet usw. Dabei werden die einzelnen Bahnelemente, den ge- 
ringen Geschwindigkeiten der in Frage kommendenStromlinien( 4 ?',^', . . .) 
entsprechend, immer geringer, so daB das Fliissigkeitsteilchen scbliefi- 
lich praktisch zur Buhe kommt. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, 
eine Streichlinie zu konstruieren 
(Abb. 47). Um die Gestalt einer 
Streichlinie fiir den Zeitpnnkt 
t — bekommen, haben wir die 
Endpunkte der Bahnlinien zur 
Zeit aller derjenigen Fliissigkeits- 
teilchen (§) zu bestimmen, die 
friiher einmal, d. h. fiir 
an einem ortsfesten Punkt Xi vorbeigestrichen sind. Im Augenblick 
t = ti streicht offenbar gerade das in befindliche Fliissigkeitsteilchen 
§0 an dem festen Raumpunkt ti vorbei (Abb. 48). Setzen wir der 
Einfachheit wegen wiederum voraus, daB es sich um eine gleich- 
formige Bewegung des Korpers K handelt, so war zu einem Zeitpunkt 
— At der Korper in' der gestrichelten Lage und damit das Strom- 
linienbild um den Betrag a nach rechts verschoben, 
so daB die Stromlinie 1' durch ti ging. Das Flxissig- 
keitsteilchen dieser Stromlinie, das in diesem 
Augenblick gerade an vorbeistrich, moge sich 
im Verlauf der Zeit At in der Richtung der Strom- 
linie V nach 1 bewegt haben. Zur Zeit t-^ —2 At 
bewegte sich das Fliissigkeitsteilchen §2 Strom- 
linie 2' an ti vorbei und legte bis zur Zeit — At 
einen Weg auf der Stromlinie 2' und von da ab 
bis zum Zeitpunkt tj^ einen Weg auf der Strom- 
linie T zuriick bis etwa zum Punkte 2 usw. 

Die Endpunkte der so konstruierten Bahnlinien Abb. 48. Einzeibeiten zur 
Sind alle im Laufe der Zeit an dem festen streichlinie. 

Punkt ti vorbeigestrichen; die Verbindungslinie 

dieser Punkte ergibt somit die gesuchte Streichlinie durch Xi- 

39. Stroiprohre. Zum SchluB dieses Kapitels woilen wir noch den 
Begriff der Stromrohre einfiihren, der zur anschaulichen Abieitung der 
einfacheren Gesetze der Fliissigkeitsbewegungen sehr brauchbar ist. 

Konstruiert man namlich samtliche Stromlinien, die durch eine 
kleine geschlossene Kurve gehen, so bilden diese bei der angenommenen 
Stetigkeit des Geschwindigkeitsfeldes eine Rohre, die man Stromrohre 



Sfrefch- 

l/me 
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nennt. Da die Stromliiiien iiberall die Richtungen der Geschwindig- 
keiten haben, verhalt sich die Stromrohre also wie eine Rohre mit dichten 
Wanden, innerhalb der die Fiiissigkeit stromt. Im allgemeinen wird 
die Gestalt der Stromlinie sich zeitlich dauernd andern, so daB auch 
immer wieder andere Fiiissigkeitsteilchen zu einer Rohre zusammen- 
gefaBt werden. Haben wir es jedoch mit einer stationaren Stromung 
zu tun, bei der also in einem beliebigen Punkt der Flussigkeitszustand 
dauernd derselbe ist, so verhalt sich die Stromrohre wie eine f este Rohre. 
Den Inhalt der Stromrohre nennt man auch den Stromfaden. 


VI. Geometrie der Vektorfelder. 

40. liineare Vcktorfunktion des Ortes. A mit den Koordinaten 
Zq sei ein fester Raumpunkt; ferner sei angenommen, daB in dem 
betrachteten Fliissigkeitsbereich die Gesohwindigkeit eine regulare 
Funktion des Ortes ist. 

Hat man dann im Punkte A die Gesohwindigkeit 
= + i^o + ^^0 

(wo t, j, ! bzw. die Einheitsvektoren in den x, y, z-Richtungen sind), 
so konnen wir die Gesohwindigkeit to in der Nahe von .4 darstellen 
durch die Taylorsche Entwicklung 


to = + + +••• * 

d B B 

wo V den Operator i j + f bezeichnet, oder in Koordi- 
naten : 




du 


+ (y — + (2^ “ 


du , (x— 


dz 


2! dx^ 


v-= v^ + - *0) + (2/ - S'o) I7 + “ **0) 

w = M >0 + (x yo) If + (2 - 2o) ^ 


{x — x^fd^v 

2! da;3 ‘ ' 

{x — XQ)^d^w 
21 


Beschranken wir nun unsere Betrachtung auf die nachste Urn- 
gebung des Punktes A, so konnen wir die quadratischen und folgen- 
den Glieder der Entwicklung ve^rnachlassigen, sofern wir das Gebiet 
um 4 klein genug \vahlen. Wir haben dann in lu eine lineare Vektor- 
funktion des Ortes, d. h. also, es IMt sich immer um A ein Gebiet an- 
geben, in welchem wir die Geschwindigkeiten als linear abhangig von 
den Abstanden von A annehmen konnen, ohne daB der dadurch be- 
dingte Fehler einen beliebig vorgegebenen kleinen Betrag uberschreitet, 
Man nennt solche Geschwindigkeitsf elder, bei denen die Komponenten 


* o bezeichnet die skalare Vektoroperation, so daB also aoB (gelesen a mit B) 

das skalare Produkt der beiden Yektoren (t und B ist. 
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der Geschwindigkeit eines Punktes lineare Funktionen seiner Ko- 
ordinaten sind, Felder homogener Deformation. 

Wie sich aus der Taylorschen Entwicklung ergibt, ist iiinerhalb 
des betrachteten Bereiches urn A der Unterschied der Geschwindig- 
keiten gegeniiber der Geschwindigkeit im Punkte -.4 charakterisiert 
durch neun Zahienangaben, namMch diirch die partiellen Ableitungen 
der drei Geschwindigkeitskomponenten % v, w nach den drei Rich- 
tungen x, y, z: 

du dv 
dx dx 
dn dv 
dy dy 
du dv 
dz dz 


div 

dx 

dm 

dy 

dw 

dz 


( 1 ) 


Es bedeutet nun keine Einschrankung der Allgeineinheit der fol- 
genden Betrachtung, wenn wir — durch eine entsprechende Wahl 
unseres Bezugssystems — den Pimkt A in den Urspriing des Koordi- 
natensystems verlegen und seine Geschwindigkeit gleich Null setzen. 
Durch die Angabe der obigen neun GroBen ist dann die Geschwindig- 
keit in jedem Punkt des in Frage kommenden Gebietes urn A bestimmt. 

41, Geometrische Deutung der EinzelgroBen dcr ein Geschwindig- 
keitsfeld charakterisierenden Matrix. Welche Yorstellung konnen wiruns 
nun von den einzelnen GroBen der obigen sogenannten Matrix machen ? 
Um von den einfachsten Vorgangen zu komplizierteren aufzusteigen, 
nehmen wir zunachst einmal an, daB alle Glieder der Matrix bis auf 
d u 

das erste das wir > 0 annehmen wollen, identisch gleich Null sind. 

Es ist dann nach. der oben angegebenen Taylorschen Entwicklung 
also: 

^ . du 

in = a: i o— 
dx 

oder 

u — X ^ - V ~v , w , 
dx 



Da die Gleichung fiir die Ebenen 
parallel zur y, z-Ebene x,~ konst, ist, 
so haben die Ebenen parallel zur y, 

2 -Ebene konstante Geschmndigkeiten, Dehnungsgeaohwfadigkoit „ac-h 

und z war der GroBe nach proportional der a;-Richtung 

dem Abstand vom Punkt A, der Rich- = 

tung nach parallel zur sc- Achse(Abb. 49) . 

Da wir ferner fiir a; == konst, vektoriell auch r o i = konst, schreiben 
konnen, so haben wir als Ausdruck fiir das Geschwindigkeitsfeld oder 
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— wie wir es auch auffassen konnen — als Gleichung f iir die Verschiebung 
der erwahnten Ebenen in einem Zeitelement, bezogen auf die Zeiteinheit : 




X t 


du 

dx 


■toll 


du 

dx 


Die analogen Ausdriicke, die wir erhalten, wenn wir alle GroBen 
der Matrix bis auf oder bis auf identiscb gleich Null setzen, 
haben die Form 

. dv , , dv 


bzw. 


W = = ISy 


to 


i dw 


, dw 


= t ol • 

dz dz 

• d V 9 t dv 

Dem Ausdruck it) = == t o j entspricht eine Geschwindig- 

keitsverteilung, bei der in Ebenen parallel zur s, a;-Ebene die Geschwin- 
digkeiten konstant und zwar parallel zur t/- Achse gerichtet und der GroBe 
nacb der Entfernung der Ebenen vom Punkt A proportional sind. 

Wenn in = z f = r o f ! ist, so entspricht das einem Ge- 

schwindigkeitsfeld mit konstanten Geschwindigkeiten in Ebenen parallel 
zur X, t/-Ebene, und zwar ist die Kichtung der Geschwindigkeit parallel 
der 2 :-Richtung und die GroBe wieder proportional dem Abstande vom 
Punkte A, Die drei Ausdriicke stellen also Debnungsgeschwindig- 
keiten nach der a;-, y- und z-Richtung dar. 

Eine andere Art von Geschwindigkeitsverteilung bekommen wir, wenn 

d XL 

wir alle GroBen der Matrix bis auf ( > 0) gleich Null annehmen. 

Es ist dann: 

du 



^ 

/ 



) 

k 

1 

Ah 



\o=-yx 


dy 


Oder 


w ■■ 


0, 


du 

^ = y-d^> « = 

d. h. die Geschwindigkeiten sind in 
Ebenen parallel zur z, rr-Ebene kon- 
stant und um so groBer, je weiter 
diese Ebenen von der 2 ;, cc-Ebene ent- 
fernt sind (Abb. 50). Da wir wieder 
fiir 

y = konst. auch r o J = konst. 

schreiben konnen, so ergibt sich fiir dieses Geschwindigkeitsfeld der 
Ausdruck: du 

= = t-g- . 


Abb. 50. Scherungsgeschwindigiceit in 
der as-Kichtung 

. .du 

to = ^ i— . 

dy * dy 
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Ganz entsprecbende Geschwindigkeitsfelder mit analog gebiideten 
Ausdriicken erbalt man, wenn die ubrigen GroBen der Matrix einzeln 
als von Null verschieden angenommen werden. LaBt man z. B. alle 
d V 

Glieder auBer identisch verschwinden, so erbalt man ein Gescbwindig- 

keitsfeld, bei dem die zur y, z-Ebene parallelen Ebenen konstante 
Gescbwindigkeiten besitzen, die dem Betrage nacb proportional sind 
dem Abstand von der y, z-Ebene und die Ricbtung der ^-Achse be- 
sitzen (Abb. 51). 

Diese soeben besprocbenen Geschwindigkeitsfelder oder — wie wir 
aucb sagen konnen — Deformations-Zustandsanderungen in der Zeit- 
einbeit sind gleicbsam die Bausteine, aus denen wir durcb Superposi- 
tion (wegen der linearen Abbangigkeit von den Koordinaten) zu den 



allgemeinsten (bomogenen) Gescbwindigkeitsfeldern oder Deformations- 
anderungen aufsteigen konnen. 

43. Scherungs- und Drehungsgeschwindigkeit. Zunacbst wollen wir 
— auf unserem Wege vom Einfacberen zum Kompbzierteren — zwei 
besonders wichtige Ealle betracbten, die wir durcb Zusammenfiigen 
von zwei der oben erwabnten Bausteine erbalten: 

Wir betracbten die lineare Kombination: 


, dv , , du , , dv , 

und wollen dabei zunacbst und 

ax 


tol = 


dv , . . du\ 


und wollen dabei zunacbst y- und beide gleicb groB (positiv oder 
negativ) annebmen. 

Wie aus dem Vorbergebenden und aus der Abb. 52 bervorgebt, 
bandelt es sicb bier um eine Anderungsgeschwindigkeit eines urspriing- 
licb recbten Winkels in einen spitzen bzw. stumpfen Winkel oder 
— wie man diese Erscbeinung aucb nennt — um eine Scherungs- 
gescbwindigkeit. 
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Ein wesentlich anderes Geschwindigkeitsfeld erhalten wir im anderen 
Eall, wenn wir | “ positiv, aber negativ und absolut genommen 

gleicb groB wie voraussetzen ; sowohl als aucb — wirkt im 

Sinne einer positiven Drehgeschwindigkeit, wenn wir die Brehimg ent- 
gegen dem Uhrzeigersinn als positiv rechnen (Abb. 53). 




Abb. 54. Zusammenhang der 
mittleren Drehung mit der 
Winkelgescbwindigkeit. 


Betrachten wir eineii mit der Winkelgescbwindigkeit o) urn die 
s-Achse rotierenden starren Korper, so ergibt sich aus Ahh, 54, wenn 
P ein Punkt des Korpers ist, wegen- der Ahnlicbkeit der schraffierten 
Dreiecke 

v: — u: r CO = x\ y\r , 

Mithin : 

u = y CO \ V ~ xo) ; 24 ; = 0 . 

0 V 0 u 

Hier ist = co imd — = — co, die anderen 7 Differentialquotien- 

ten Bind = 0; wir erkennen also die vollige tJbereinstiinmung mit dem 
Fall von Abb. 53. 

Gebt man von den beiden hier betrachteten Spezialf alien zu dem 

d u d V 

etwas allgemeineren iiber, dafi und beliebige Werte haben, so 

wild auch hier die Soherungsgeschwindigkeit durch die algebraische 
Sublime ^ dv 

dy du 

gemessen ; aus dem Mittelwert der beiden Winkelgeschwindigkeiten 

und - kdnnen wir die „mittlere Drehung‘‘ 

I f dv du^ 

~2 wic dy y 

bilden (fur die obige starre Drehung wird diese == y [co — ( — a)}] == co ) , 
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43. Der Begriff des Affinors. In der gleichen Weise wie in den beiden 
letzten Fallen konnen wir nun zii immer ailgeraeineren Geschwindig- 
keitsfeldern aufst eigen, wenn wir die verschiedenen GrbBen der Matrix 
als von Null verschieden annehmen. Fur das ailgemeinste (homogene) 
Geschwindigkeitsfeid hat man dann offenbar den Ausdruck: 


Oder 


. \ , du . . . dv . , ^ dw 

, , , dv. . . , dv . . « dm 

+ n5-- + n9y 

, ^ , du , ^ . dv , ^ - dw ] 


dz 


dz 



( 2 ) 


Beriicksichtigen wir, daB -f ^ ist, so konnen wir 

setzen : 


, U IL ^ , SJ u ^ U W U J.U 

^ dx ^ dx dx dx ' 


Das entsprechende gilt fiir die Ausdriieke und > so daB wir 
schreiben konnen: 


VO ~ X o 





dtv . dto 


dto 


Die GroBen i , i ^ werden Dyaden genannt. Die Regeln, 

nach denen mit diesen GroBen gerechnet werden muB, sind im wesent- 

lichen dieselben wde bei gewohnlichen Zahlen, nur sei bemerkt, daB 

beim Rechnen mit Dyaden das kommutative Gesetz nicht gilt 

f. dto , div ,\ 
ft— 4="t). 


Wir gehen in der Zusammenfassung des obigen Ausdruckes fiir 
das ailgemeinste homogene Gesch-windigheitsfeld noch einen Schritt 
waiter, indem wir setzen : 
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Die GrdBe^, die wir nach Gibbs einen Affinor nennen wollen, ist 
also eine GroBe, die in der gieichen Art aus drei Vektoren 

gebildet wird, wie ein Vektor sich aus drei Skalaren zusammensetzt. 

Das allgemeinste lineare Geschwindigkeitsfeld ist also gekenn- 
zeicbnet durch 

tt) = r o 0. 

Da dem AJfinor 0 die besondere Bedeutung zukommt, daB durch 
ihn das lineare Geschwindigkeitsfeld vollkommen bestimmt ist, wollen 
wir noch auf einige Eigenschaften und Besonderheiten '‘dieser Gr5Be 
eingehen. 

M. Zerlegung eines Affinors in einen symmetrischen und einen 
antisymmetrisehen TeiL Vertauscht man in der obigen Matrix (1), 
die auch die Keunerform des Affinors genannt wird, die Kolonnen 
mit den Eeihen, so ergibt sich 


dto . , dt\3 , . dto ^ ^ 


dx ' dy ^ ^ dz 
Einen derartigen Affinor nennen wir einen zu 0 konjugierten Affinor 
und bezeichnen ihn mit 0 ^. 

Sind speziell in der Neunerform eines Affinors die durch Pfeile 
verbundenen Glieder einander gleich 


du . 

dv 

dw 

dx 

dx 

dx 



/ 

du 

dv 

dw 

dy 

dy 

~dy 

du'" 

dv 

/ dw 

dz 

dz 

dz 


d. h. ist 


du 

dy 


dv 

dx 


dv 

dz 


dw 

dy 


du dw 
dz dx 

SO nennen wir diesen durch sechs GroBen eindeutig bestimmten 
Affinor einen symmetrischen Affinor,; man erkennt sofort, daB ein 
symmetrischer Affinor sich selbst konjugiert ist 0 = 0 ^. 

Hat ein Affinor die Neunerform: 

dv dw 
^ d^ 

/ /. 

0 


dw 


dy 




0 


du 
dy 

du dv 
dz dz 

und sind die durch Pfeile verbundenen Glieder entgegengesetzt 
gleich, d. h. ist 

du ____ dv dw __ dw dv dw 

dy , dx ^ dz dx^ dz dy 
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SO nennt man einen solchen durck drei Grofien bestimmten Affinor 
antisymmetriseh. In diesem Falle ist 0 = 

Es laBt sich nun zeigen, daB jeder Affinor (charakterisiert durch 
neun Zahlenangaben) sick in einen durch seeks GroBen bestimmten 
symmetriseken und in einen durck drei GroBen bestimmten antisym- 
metriseken Affinor zerlegen laBt, wobei der symmetriseke Affinor der 
Ausdruck fiir eine reine Deknungsgesekwindigkeit nack drei Haupt- 
acksen ist, wakrend der antisymmetriseke die Bedeutung einer Drekungs- 
gesekwindigkeit besitzt. Ist 0^. der zu 0 konjugierte Affinor, so ist 
— wie man durck Ausfxikren der Operation sofort siekt — 

Y (0 + 0^c) symmetriseke Teil 

und 

Y {0 — 0c) der antisymmetriseke Teil des Affinors 0, 

In diesem Zusammenkang wollen wir erwahnen, daB die Bezeick- 
nung „Affinor'‘ zum Ausdruck bringen soil, daB jede durck ikn ckarak- 
terisierte Transformation eine affine Transformation darstellt. Bei 
einem durck einen Affinor gekennzeickneten Gesckwindigkeitsfeld wird 
also ein in einem bestimmten Augenblick kugelformig abgegrenztes 
Flussigkeitsgebiet ein Zeitelement spater in ein Ellipsoid tibergegangen 
sein. Die zur Bestimmung dieses Ellipsoids notwendigen seeks GroBen- 
angaben: drei Ricktungsangaben und drei Hauptdekmmgsgesckwindig- 
keiten liefert der symmetriseke Teil des Affinors, der auck wokl Tensor 
genannt wird. Die iibrigen drei Zaklenangaben des antisymmetriseken 
Teiles des Affinors werden sick — wie wir in Nr. 45 seken werden — 
als die Komponenten eines Yektors erweisen, durck den die Drekung 
Oder Rotation eines Flussigkeitselementes gegeben ist. 

Was die Beziekung des Affinors zur Koordinatentransformation 
anbelangt, so ist nock zu sagen, daB die Komponenten des symme- 
triseken Teils sick wie Quadrate und Produkte von Punktkoordinaten 
transformieren, wakrend die Komponenten des antisymmetriseken 
Teils — gemaB seiner Bedeutung als Vektor — sick wie Punktkoordi- 
naten transformieren. 

46. Der Stokessche Satz. Wir geken jetzt kurz auf den Stokesseken 
und in Nr. 46' auf den GauBseken Satz ein und werden dabei zugleich 
zwei fiir die Hydrodynamik wicktige Begriffe erlautern. 

Der Stokessche Satz wird den Begriff der Rotation der Ansekauung 
nakerbringen und (in Nr. 47) zeigen, daB der die Rotation bestimmende 
Vektor der antisymmetriseke Teil eines Affinors ist. Der GauBseke 
Satz wird den neuen Begriff der Divergenz bringen. 

Um den Stokesseken Satz abzuleiten, betrackten wir eine be- 
liebige gescklossene Kurve E in einem solcken Bereick, in welckem 
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wir niit geniigeiider Genauigkeit — wie schon friiher — die quadra- 
tischen und hoheren Giieder in r der Tayiorentwickiung fiir Ju ver- 
naciiiassigen diirfen. In diesem Bereich ist dann also der das Geschwindig- 
keitsfeld eindeutig bestimmende Affinor 0 praktisch konstant. 

Ist dx ein Kurvenelement von so ist das skalare Produkt to © dr 
gleich der Projektion der GescKwindigkeit in einem Punkt r der Kurve ® 
auf die Kurventangente in diesem Punkt. Nimmt man das Integral 
von diesem skalaren Produkt iiber die geschlossene Linie so hat 



§tD o dt, 

Setzen wir m = r o , so haben wir 
also zu bilden : 


§t o 0 o dx . 

Wir nehmen zunachst als Integra- 

Abb. 55. lategrationsweg zur Abieitung tionsweg £ ein Parallelogramm 1,2, 3, 4 
des stokesschen Satzes. Abb. 55. (DaB das keine wesentliche 

Einschrankung der Aligemeingiiltigkeit ist, werden wir spater sehen.) 

Die Integration iiber 1 — 2 und 3 — 4 ergibt, da die beiden Integra- 
tionswege entgegengesetzt gleich sind, ■ nach Umkehrung des Integra- 
tionsweges 3 — 4 wegen ti — t 2 — konst. ~ — B 

2 3 2 

^ ti o 0 Q dt — J o 0 o dx {x-^ — o 0 Q /dr = — Bo(&oa. 

1 4 1 

Entsprechend ergibt sich, da ri — = konst. = a ist, 

3 4 3 

J*ri o 0 o dx ~ rt 2 o ^ o d r = (ri — ri) o 0 o f d r = a o 0 o B . 

2 1 2 

Als Linienintegral erhalt man somit: 

1 23 41 

^ro0odr = cio(l^oB — h o 0 o o. , 

Setzen wir, wie in Nr. 43, 


0 


. dtx) , , d to , * 


dz ^ 


so ergibt sich, wenn, wir zunachst den ersten Summanden 0^ 
beriicksichtigen, 

^ ^ ^ 7 * 

#ro0iodt=^axbotx^- 

* Sind a, B, c, b vier Vektoren, so ist 

a X B 0 c ;< b = a o c B o b — B o c a o b 

— aocboB — Bocboa. 


dtp 

dx 
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und bei Beriicksichtigung der beiden ubrigen Summanden des Affinors 


12341 12841 

ftp odx=f §t o 0 o dt = axB o 



+ f X 


dtD \ 
dz ) * 


a X 6 = g ist ein Vektor der Ricbtung nacb senkrecht zur Flache 
um die berum das Linienintegral gebildet ist und dem Betrage nach 
gleicb der MaBzahl des Flacbeninhalts. 


dx 


/dw 

, 1 _ 

dw \ 

\d^~ 

52 j i 9z 

“ d^J 



du\ 

dyj 


ist ein Vektor, der — wie aus der geometrischen Bedeutung des Linien- 
integrals bervorgebt — ein MaB der Drehgescbwindigkeit bedeutet. 
Wir bezeicbnen ibn mit 9i oder aucb mit rottp und nennen ibn die 
Rotation von tp. 


Wie sicb aus der Ableitung ergibt, ist die Rotation unabbangig 
vom Koordinatensystem. Mmmt man statt des Parallelogramms eine 
bebebige gescblossene Kurve so laBt sicb leicbt zeigen, daB das ab- 
geleitete Resultat aucb bierfiir gilt. Man kann zu diesem Zweck die 
Flache g in ein Netz von Parallelogrammen 
zerlegen (Abb. 56) und um alle diese Parallelo- 
gramme integrieren, wobei samtliche Integrale 
fortfallen (wegen der paarweise entgegengesetzt 
gericbteten Integrationswege) bis auf diejenigen, 
deren Integrationsweg zur auBeren Begrenzung 
des Parallelogrammnetzes gebdrt. Denkt man 
sich das ParaUelogrammnetz mehr und mehr 
verfeinert, so daB die Seite der Parallelogramme 

nacb Null konvergiert, so gebt -im Grenzfall das Integral langs der 
auBeren Begrenzungsflacbe des Netzes iiber in das Integral langs der 
vorgegebenen gescblossenen Kurve 

Es ist also fiir jede in sicb gescblossene Kurve £ des betrachteten 
Oebietes das Linienintegral xiber £ gleicb dem skalaren Produkt aus 
dem Flachenvektor g und der Rotation 91: 



^ tP o dx = 5 o 91 = ^ o rot tP . (3) 

Wie wir scbon friiber bemerkten, ist die Annahme, daB das Ge- 
scbwindigkeitsfeld in einem kleinen, aber endlichen Gebiet um den 
Punkt A eine lineare Vektorf unktion ist, im allgemeinen nicht genau 
zutreffend, sondern nur als Naberung aufzufassen, die allerdings um 
so mebr der Wirkbcbkeit entspricht, je kleiner das betreffende Ge- 
biet ist. 

Strong genommen gilt die Annahme einer linearen Ortsabhangig- 

Tietjcns, Hydromechanik. 2. Aufl. 6 
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keit der Gescliwindigkeitsvektoren nur fiir einen infinitesimalen Be- 
reich so daB wir exakt schreiben konnen: 

lim §tt) o dx f= lim o Sft = lim d% o rot tv . (4) 

dF~>Q dF-^Q dF-*>0 

Bezeichnen wir mit f dieRichtung von {| f [ = 1) (normal zum Flachen- 
element) nnd mit dF dessen Betrag, so haben wir d%~\dF und daher 

rottn o f = 9? o f= lim » (3a) 

dF-^O 

fE o f Ist die Komponente von 91 in Richtung f . Durcb die Kompo- 
nenten nacb drei aufeinander senkrechten Ricbtungen f^, f 2 , fa ist also 
3i vdllig gegeben. Gleichung (3 a) ist also als Definition fiir 91 in 
einem inhomogenen Geschwindigkeitsfelde verwendbar. 

Wenn f|j9l gewahlt wird, so ist 9i o f = ISftl, also ergibt sicb auch 
die folgende Beziebung: ® 

Die Rotation eines Geschwindigkeitsfeldes in einem Punkte A ist 
gleich dem Grenzwert, dem sicb das durcb Division mit dem Betrag 
des Flacbenelementes auf die Flacbeneinbeit bezogeneLinienintegraluber 
dem Gescbwindigkeitsvektor langs einer Kurve nabert, die ein zur Ricb- 
tung der Rotation senkreobtes inf initesimales Flacbenelement umscblieBt. 

Haben wir eine endlicbe Flacbe (i^^ welcber 0 und damit 9i im 
allgemeinen nicbt mebr als konstant angeseben werden konnen), so 
denken wir sie uns in infiriitesimale Flacbenelemente zerlegt, in 
denen (4) gilt. Bei der Integration dieser infinitesimalen Flacben snad 
die linienintegrale, deren Integrationsweg ganz im Innern der betrach- 
teten Flacbe liegt, wieder identiscb gleicb Null (die Integrationsweg© 
werden paarweise in entgegengesetzter Ricbtung durcblaufen), und es 
bleiben nur die Anteile, deren Integrationsweg Teile der Umrandung 
der Flacbe g si^d, so daB man erhalt: 

e: f? ^ 

^ o dx = f f dt o = //rot in o d ^ . 

Hiermit baben wir den Stokesscben Satz in seiner allgemeinen 
Form: das Linienintegral langs © w'ird in ein Flacbenintegral iiber ^ 
transformiert, wobei © die Umrandung von ^ bedeutet. Als wicbtige 
Folgerung aus dem Stokesscben Satz wollen wir nocb bemerken, daB 

das recbte Integral / / rotio o fiir den Fall, daB eine gescblos- 
sene Oberflacbe bedeutet, gleicb Null ist, da der Integrationsweg £ 
und damit das bnke Integral fur diesen Fall identiscb verscbwindet. 

■ ^ 

46* Der GauBsche Satz. Wir untersucben jetzt das zu odt 
analog© Integral iiber eine gescblossene Flacbe ^ 

tvod^ = jito0od^, 
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wobei wir wieder annehmen, daB in dem von ^ eingeschlossenen Bereich 
die Geschwindigkeit eine iineare Vektorfunktion, d. k. 0 konstant ist. 
Geometriscb bedeutet dieses Integral das in einem Zeitelement durch 
die geschlossene Oberflache 
geschobene Voinmen, be- 
zogen auf die Zeiteinbeit; 
man spricbt in diesem Fall 
von einem VektorfluB 
durcb die geschlossene 
Flache g. 

ISTehmen wir zunachst 
an, daB ^ die Oberflache 
eines Parallelepipeds mit 
Kantenrichtungen parallel 
den Koordinatenachsen ist^, 
von = — §2. ^ 3 = — &4’ 



Abb. 57. Parallelepiped zur Ableituag des 
GauBschen Satzes. Die Bezeiclmungen der 
Rechteckflachen sind je'w'eils an Biagonalen 
der Rechteclse angeschiieben. 


so erhalten wir unter Berhcksichtigung 
gs = - ^6 (Abb. 57) 


+ = — r2)o0o 

= ao0o^i==ao0ohxc , 

da. = d X c ist. 

Setzen wir 0 = + i ^ > so ergibt sich, da a par- 

allel zu t und senkrecht zxi j; iind t ist, also aot = a, aoi = aof = 0, 

Oo * 0 b xc =« ||- ibxc 



+ .^),bxc 


und, da j und f ± 6 X c und a i 
du 


a ist , 


dx 


a o Bx c, 


wo V das Volumen des Parallelepipeds bezeichnet. 

In der gleichen Weise erhalt man fiir die entspreehenden Integrale 
uber die beiden anderen Flachenpaare fjg, 4 und ^ 5 , g die Ausdriicke: 


dv 

dy 


V 


bzw. 



^ Biese spezielle Anhahme ist nicht tinbedingt notig; man kann den Be- 
weis auch ftir ein beliebig orientiertes Parallelepiped fiihren, der dann aHerdings 
etwas umstandlicher wird, dafur aber zeigt, daB die nachfolgende Befinition 
der Bivergenz B ebenfalls vom Koordinatensystem unabhangig ist. 

6 * 
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so daB man fiir das Integral iiber die geschlossene Oberflache erhalt: 


tt) o djy = § t o 0 o d% 


( du dv , dw\ j. 


Oder 


[. dto , . 
m o d t^ = ° + I 

dxo , . d\o 


dXQ 

dy 


+I- 4 I)''- 


Der Ausdruck i o , - + i 


+ t 


+ 


dv 


, dw 
dy ' dz 


ist 


dto du 

dx ‘ " a.y ' - "aS: 

ein vSkalar und lieiBt die Divergenz des Vektors tv, Wir bezeicbnen die 
Divergenz mit 0 oder mit dlv n>. Die Divergenz ist also das in einem 
Zeitelement diircli die Begrenzungsflache geschobene Volumen der 
Volumeneinheit, bezogen auf die Zeiteinheit. 

In analoger Weise wie beim Stokesscben Satz laBt sich das fiir 
ein Parallelepiped abgeleitete Resultat auch fiir beliebige Volumina 
ableiten, solange die Geschwindigkeitsverteilung in diesem Volumen 
geniigend genau durch eine lineare Vektorfunktion angenahert werden 
kann. Streng genommen gilt die Ableitung nur fiir ein Volumenelement 
d V. so daB die Divergenz in einem Punkte eines beliebigen Geschwindig- 
keitsfeldes definiert ist durch 


^ J to o d% ' 

div Ju ~ 0 = lim . 

dF-O 

In Wort en: 

Die Divergenz in einem Punkt eines Geschwindigkeitsfeldes ist der 
PluB des Vektors \v durch die Oberflache eines infinitesimalen Volumen- 
elements bezogen auf die Volumeneinheit. 

Geht man zu endlichen Fiiissigkeitsbereichen mit vom Ort ab- 
hangigem Affinor iiber, so erhalt man aus der letzten Gleichung die 
von Gail B aufgestellte Beziehung, durch die ein Oberflachenintegral 
in ein Voliimenintegral transformiert wird, 

3f V 

fftVod^^fffdivWdV. 


Es ist also der VektorfluB des Vektors ir» durch eine geschlossene 
Oberflache gleich dem Volumenintegral der Divergenz dieses Vektors 
genommen ul)er das von der Oberflache eingeschlossene Volumen 
(GauBscher 8a tz), 

47. Emfuhriiug’ des Operators F. Unter Benutzung des Hamilton- 
sehen Operators F “ + i ^ ^ ^ dem wie mit einem Vektor 

zu rechnen ist, laBt sich der Affinor 


- ,dto , , dw 

0 = t-^:r +I 


dx ^ ^ dy 

0 = F m. 


+ 1- 


dto 


dz 


auch schreiben 
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Fiir den zu 0 konjugierten Affinor, den man durch Vertauschen der 
Kolonnen mit den Reiken der Neunerform des Affinors erhalt, schreiben 
wir sinngemaB : 

- dtv . , dtv . , dw « ^ 

0 = X + -TT - 1 + - f = m F . 

® ox dy ^ dz 


Es ist offenbar F tv 


.1 ([7 ^ ^ } ((7 (7) ^ Hierin 


ist nun, wie sick sofort ergibt, wenn man die Xeiinerform der beiden 
Affinoren (Vtv + tv V) hzw. -i- (F iu — tt> F) bildet , 

..L ^ p) symmetrische Teil des Affinors 0 =z V \v 

und~(FtD — in F) der antisymmetrische Teil des Affinors 0 = F !i). 

Wir woiien jetzt nock eine andere Schreibweise fiir die Rotation 3i 
und die Divergenz 0 einfiikren: 

Fiir die Rotation M batten wir in Nr. 45 den Ausdruck gef linden: 
rot in = SR = X X ' 5 — h 1 x: — h ^ X -r- . 


Dafiir laBt sick auch schreiben 

rot in = X X in + I X in 
= FXiu. 

In Koordinaten ergibt sick fiir rot m: 


F X io 


\ d , . a , . a X 


Oder in Determinantenform 


rot tv = 


: (i ?( + i -r f 2^'') 


Ebenso ergibt sick fur die Divergenz: 

div iD = 0 — xo^“+ic 

/i'T* ' 


tD + J — o >D 

^ oy 


V O to . 
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In Koordinaten 

f d 3 3 ' 

t 1 

dx dy dz ' 

Zusammenfassend haben wir also in der neuen Schreibweise 

Affinor 

9i = PX in = rot m . . . Vektor 
0 = P o 5n = div )n . . . Skalar. 

Wir wollen zum SchluB dieses Absciinittes noch an zwei Beispielen 
die ZweckmaBigkeit der neuen symbolischen Bezeichnung erlautern: 

1. Gegeben sei ein Yektorfeld, dessen Vektor tt) selbst wieder der 
Gradient eines skalaren Feldes 9? ist; also 

to = grad 9? = P 9? . 

Bilden wir zunacbst die Divergenz dieses Vektorfeldes: 


div to == div grad 9 ?— PoP tp == (p 


3^ 


3^ 


3^ 


d^p d^(p d^<p __ . 

dx^ dy^ dz^ ^ > 


wo A == ^ ^ den Laplaceschen Operator bedeutet. 


Bilden wir dann die Rotation, so . erkennen wir sof ort, daB 
rot grad 9? = PxP9? = 0 

ist, da das Vektorprodukt jedes Vektors mit sich selbst gleich 0 ist. (In 
Koordinatendarstellung ergibt sich auf etwas umstandlicherem Wege 
naturlich dasselbe Resultat ; man erhalt dabei Ausdriicke von der Form 
i 


= 0 usw.) 


dxdy dydx 

2. Ist hingegen ein Vektorfeld gegeben, dessen Vektor die Rotation 
eines anderen Vektorfeldes 91 ist: 


to = rot 9t , 

so ergibt sich f lir die Divergenz : 

div to = div rot 9t == P o P X 91 = 0, 


da P X 9t ein Vektor mit der Richtung senkrecht zu P und 91 ist, 
und daher dieser Vektor mit P skalar multipliziert verschwindet ; fur 
die Rotation des Vektorfeldes to erhalt man 


rot to = rot rot 91 = P X (P X 91 ) 

= Po(9lP-P9t) 

= Po 9 t P-PoP 91 *, 

* Sind a, 6, c drei Vektoren, so ist 

a X (B X c) = a o (c B — 6 c) 

== ao c B ~ ao B c . 
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also 

rot to = rot rot 91 = grad div — Zl 91 . 

Wir haben somit gef unden, daB ein Vektorfeld, das durch Bildung 
des Gradienten eines Skalars hervorgegangen ist, keine Rotation be- 
sitzt (drehungsfreies Feld), daB bingegen ein Vektorfeld, das man durch 
Bildung der Rotation eines Vektors erhalt, ohne Divergenz ist (quellen- 
freies Feld). 

Man konnte noch die umgekehrte Frage stelien, ein Vektorfeld 
zu finden, dessen Rotation uberall verschwindet, und dessen Divergenz 
iiberall vorgegeben ist bzw. ein Vektorfeld, dessen Divergenz uberall 
verschwindet und dessen Rotation uberall vorgegeben ist. Beides ist 
wegen des Auftretens des Laplaceschen Operators mit den Methoden 
der Potentialtheorie durchfuhrbar. Ist ein allgemeines Vektorfeld ge- 
geben, so wird es stets mdglich sein, es so in zwei Teile zu zeriegen, 
daB fur den ersten Anteil die Rotation gleich Null ist und fiir den 
zw^eiten die Divergenz identisch verschwindet. 


VII. Besehleimigimg eines Fiiissigkeitsteilchens und 
kinematische Grenzhedinguiigen. ^ 

48. Abhangigkeit der inderung der ZustandsgrdBen eines Fliissig- 
keitsteiichens von der Zeit und dem Geschwindigkeitsfeld, Bei der 
Berechnung der Beschleunigung eines Fiiissigkeitsteilchens handelt es 
sich um die* Aufgabe, die Geschwindigkeitsanderung eines festgehal- 
tenen Teilchens zu ermitteln. Als Vorbereitung mag hier die allge- 
meinere Aufgabe behandelt werden, die zeitliche Anderung irgend 
einer skalaren oder gerichteteh GroBe (z. B. Dichte, Temperatur, Ge- 
schwindigkeit, Rotation, auch Deformation) zu bestimmen. 

Bei dieser Fragestellung ergibt sich nun sofort eine Zw^eiteilung, 
die ganz den beiden Darstellungsmethoden von Euler und Lagrange 
entspricht. Man kann entweder danach frageii: Wie andert sich die 
betreffende GroBe, z. B. die Geschwindigkeit, in einem bestimmten 
Punkt (r) des von der Fliissigkeit ausgefiillten Raumes, oder man kann 
die Frage stelien: Wie andert sich die Geschwindigkeit eines gewissen 
sich im Raume bewegenden Teilchens (§) ? Im ersten Fail (bei fest- 
gehaltenem Raumpunkt r) sprechen wir vom lokalen Differential- 
quotienten, im zweiten Fall (bei festgehaltenem Fiussigkeitsteilchen 6) 
vom substentiellen Differentialquotienten. Nehmen wir z. B. 
als die von der Zeit (und im allgemeinen auch vom Ort) abhangige 
GroBe die Temperatur T an, so ergibt sich in der Eulerschen Dar- 
stellung fiir den lokalen Differentialquotienten: 
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schlecktliin, da dies ein gewohnlicher partieller Differentialquotient ist. 

f dT\ 

Den snbstantiellen Differentialquotienten ( j wollen wir in der 

Eulerschen Darsteliungsweise zum Unterschied vom lokalen Differential- 
DT 

qnotienten mit (gesprochen T substantiell nacb i) bezeichnen. 

49. Stibstantieller Differentialquotient == lokaler Differential- 
quotient + konvektiver Differentialquotient. Wir werden nun sehen, 
daB der substantieile Differentialquotient sich in zwei Teile zerlegeii 
laBt. Wir fragen uns zu dem Zweck: Wodurch ist die zeitliche Ande- 
rung der betreffenden GroBe — im betrachteten Fall der Tempera- 
tur — bei festgehaltenem Fiiissigkeitsteilchen bedingt ? In einem ge- 
wissen Zeitpunkt t = moge' das in Frage kommende Fliissigkeits- 
teilchen den Ortsvektor ti besitzen. Denken wir uns nun, daB in irgend- 
einer W^eise die Temperaturverteilung des Faumes sick zeitlieh andert, 
so kann man an jedem festgehaltenen Ort tx eine Temperaturanderung 
feststellen. Wenn das Fiiissigkeitsteilchen ruht, ist dies die ganze Ande- 
rung. Lassen wir jetzt das Fiiissigkeitsteilchen eine Bewegung ausfiihren, 
so wird im allgemeinen die Temperatur des Fliissigkeitsteilchens durch 
diese Ortsveranderung beeinfluBt. Diese durch die Bewegung des 
Fliissigkeitsteilchens bedingte Temperaturanderung bezeichnet man 
aiich als Temperaturanderung durch Konvektion. 

Die konvektive Anderung hangt ab: 

1. von der Bewegungsrichtung und dem Betrag der Geschwindig- 
keit des Teilchens, also dem Geschwindigkeitsvektor it) und 

2. von der Temperaturverteilung bzw, dem 

— Temperaturgradienten. 

Wir betrachten in Abb. 58 eine Schar Kur- 


Abb. 58 . Bewegung einesmssig- Projektion 

keitsteiichens -von ti nach tsin des Vektors auf den durch ti gehenden 
einem ortlich veranderlichen ^ 

Temperatnrfeide. Die konvektive Gradienten multipliziert mit dem Betrag von 
Inderung der Temperatiir des jn -j.! • i i i i i i j. 

Teilchens ist dann tn o grad r. grad T', mithm gleich dem skalaren Produkt 

von tvdt und grad T. Fiir die konvektive 
Anderung in der Zeiteinheit, d. h. fiir den konvektiven Differential- 
quotienten erhalten wir somit den Ausdruck 

to o grad T , 

Nehmen wir statt des Beispiels der ' Temperatur eine beliebige 
GroBe co, die ein Skalar, ein Yektot oder auch ein Affinor sein kann. 



ui. it ; 


\pvsydt 

.tL' V 
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so ergibt eine leichte Nachprufung, daB auch hier der substantielle 
Diff erentialqiiotient nach der Zeit 

Dca do) 


di 


dt 


+ to o grad CO 


( 1 ) 


ist. 

Fiir den besonders wichtigen substantiellen Differentialquotienten 
der Gescbwindigkeit n) ergibt sich also 

Dtp dto 
dt 


(2) 


+ ix) o grad to . 

In Koordinaten erbalt man fiir diesen Ausdrnck, wenn man beriick- 
sichtigt, daB 


to o grad to = to o F to 


(iu + jv + tw) o{i^ + i~ + l 


dto , dto , 
du 


dx 

dto 

dz 

du 


■ dy 


dto N 

dz) 


_ - . du , 

— I U -5 1 XV ^ — \- I w ^ 

dx ' dy ' dz 

, . dv , , dv , \ dv 
+ 1UJ^ + IV^+IW 


, - dw , - dw , 


ist, 


du , du , du , du 

dt dx ' dy dz 

dv , dv . dv , dv 

+ + + 

dw , dw , dw . dw 


dz 

dw 

~di 


dy 

{x -Komponente) 
(^/-Komponente) 
(z-Komponente) , 


(2a) 


In der Lagrangeschen Darstellungsweise, die allerdings — wie friiher 
scbon erwahnt — praktisch von geringer Bedeutung ist, bat man fiir 
den substantiellen Differentialquotienten der GroBe to zwar den ein- 
faehen Ausdrnck 

\ dt A ’ e 


die Scbreibweise fiir den iokalen Differentialquotienten ist aber um so 
komplizierter, da der Raumvektor x als abbangige GroBe erscbeint. 

Fiir eindimensionale Probieme laBt sicb dn gewissen Fallen die 
Lagrangescbe Metbode — wie Riemann^ gezeigt hat — mit Vorteil 
anwenden. 

60. Kinexnatisehe Grenzbedingungen; Lagrangesches Theorem. Die 
kinematiscbe Grenzbedingung an den Beriibrungsflacben von Fliissig- 


^ Riemann-Weber, 2. Bd. S, 507, 5. Aafl. (1912), Braunschweig. 
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keiten und festen Korpern sowie zwischen zwei nicht miteinander 
mischbaren Fiussigkeiten (Wasser und Ol, Wasser und Luft usw.) 
muB offenbar die sein, daB einerseits nirgends eine Liicke, ein Vakuum, 
anderseits aucb kein Ineinanderdringen auftreten kann. Daraus ergibt 
sich aber die Forderung, daB die Normalkomponenten der Geschwindig- 
keiten fiir beide Medien diesseits und jenseits der gegenseitigen Be- 
riihrungsflacbe gleich sind, d. h. 

jtUnI = Wxi = cos (n , a;) + i; cos (n , y) + w? cos (n , z) 
muB auf beiden Seiten der Beriihrungsflache gleich sein. 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir kurz auf ein merkwiirdiges — von 
Lagrange aufgestelltes — Theorem eingehen, welches besagt, daB die 
Grenzflache einer Fliissigkeit dauernd aus denselben Fliissigkeits- 
teilchen gebildet wird. In dieser Allgemeinheit ist allerdings dieser 
Satz, wie wir noch sehen werden, nicht ganz richtig. Wohl aber laBt 
sich leicht beweisen, daB ein Fliissigkeitsteilchen, das nicht von jeher 
an der Grenzflache war, in endlichen Zeiten auch nicht an die Grenz- 
flache kommt. DaB allerdings Teilchen, die einmal an der Grenzflache 
waren, nicht in das Innere der Fliissigkeit gelangen kOnnten, erweist 
sich als irrig. 

Wir betrachten in Abb, 59 einen Punkt A, der von der Begrenzungs- 

flache um die kleine GroBe h entfernt seim moge. Ist h klein genug, 

so konnen wir ein Gebiet um A abgrenzen, von dem wir mit geniigen- 

der Genauigkeit annehmen diirfen, daB es sich im Laufe der Zeit affin 

deformiert, so daB also in dem betrach- 

teten Gebiet z. B. Gerade bei der Defor- 

mation wieder in Gerade iibergehen, Schnitt- 

punkte in Schnittpunkte, gleichmaBige Tei- 

Abb. 59. Ein im innern der Flussig- lungen wieder in ebensolche Teilungen usw. 
keit befindlichea Flussigkeitsteilchen -r^ ^ i ii.. , 

kann in endlichen Zeiten nicht an Der die Deformation charakterisierende 
dieGrrenzfiache gelangen(La grange- , ... j ^ i 

sches Theorem). Affinor wird somit in dem um A abge- 

grenzten Gebiet konstant angenommen. 

Nehmen wir an, daB sich das Flussigkeitsteilchen in A zur Grenze 
hinbewegt, so wiirde also die zeitliche Abnahme von h proportional h 
sein, %obei wir voraussetzen diirfen, daB dieser Proportionalitats- 
faktor, der eine Funktion der Zeit sein kann, immer endlich bleibt, 

also = oder, wenn wir mit Aq eine Integrationskonstante 

bezeichnen: 

t 

0 

Da der Integrand als endlich vorausgesetzt werden konnte, bleibt 

Jb 

fiir endliche Zeiten aiich das Integral, d. h. In -;- , also auch h endlich. 
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Wahrend das Integral positiv wie negativ sein kann, muS h dauernd 
positiv und, wie wir gesehen Kaben, endlicb bleiben (allerdings ninimt 
h bei negativem g{t) unbegrenzt ab, wird aber in endlicher Zeit nicht 
Null). 

Damit ist der obige Satz bewiesen, daB ein Fliissigkeitsteilcben, 
das zu einem bestimmten Zeitpunkt nicbt auf der Begrenzungsfiache 
sich befindet, in endlichen Zeiten auch nicht dorthin kommen kann. 
Dabei setzen wir allerdings voraus, daB das Geschwindigkeitsfeld oder 
die Begrenzungsfiache keine Unstetigkeiten aufweist, da fiir diesen 
Fall fiir das betrachtete Gebiet die Voraussetzung, daB die Deformation 
affin sei, nicht zutrifft. 

Betrachten wir z. B, eine Strdmung gegen eine scharfe Sohneide 
vom Winkel Null, so wird die Fliissigkeit durch diese Schneide gleich- 
sam aufgespalten, wobei Fliissigkeitsteilchen aus dem Innem an die 
Begrenzungsfiache geiangen. 

51. Die Fliissigkeiten und Gase sind nicht als ideale, sondern als 
Quasi- Kontinua aufzufassen. DaB diejenigen Flussigkeitsteilchen, die 
einer Grenzflache angehoren, unter gewissen Bedingungen doch in 
das Innere der Fliissigkeit geiangen konnen, riihrt davon her, daB die 
Fliissigkeiten und Gase nicht als ideale Kontinua, sondern als Quasi- 
Kontinua aufgefaBt werden miissen. Betrachten wir die Stromung 
einer reibungslosen Fliissigkeit um einen Zylinder oder um eine Kugel. 
so verlaufen die Stromlinien, wie wir spater sehen werden, in der in 
Abb. 60 angegebenen Form, und^ zwar ist an den Funkten A und B, 
wo die Stromlinien den Kor- 
per treffen, die Geschwindig- 
keit gleich Null; in der 
nachsten Umgebung beider 
Punkte ist das Geschwindig- 
keitsfeld durch einen kon- 
stanten Affinor darstellbar. 

Bei A verkiirzen sich die 
Strecken senkrecht zur Ober- 
flache dauernd, die Strecken 
parallel zur Oberflache ver- 
langern sich dauernd; bei B 
ist es gerade umgekehrt: Ein Teilchen in einem kleinen Abstand 
von der Kugel in der Nahe des linken Punktes riickt der Oberflache 
immer naher; der Abstand nimmt nach einem Exponentialgesetz ab, 
er wird nie Null, geht aber sehr bald unter jede praktisch angebbare 
Grenze. 

Anderseits werden die urspriinglich bei A befindlichen Teilchen 
immer weniger; ihre Zahl nimmt exponentiell ab, so daB unbe- 



Abb. 60. Stromung um einen Zylinder im ersten 
Augenbiick der Bewegung aus derS-uhe. Die »,flu3Sige 
Fiache“ K (gekennzeichnet durch den gestrichelten 
Kreis) geht in die strichpuhktierte und darauf in die 
punktierte Kurve iiber. 
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scliadet der Richtigkeit des mathematischen Satzes fiir das echte 
Kontinuum nacii gar nicht sehr langer Zeit von den nrspriinglich 
bei A Stanpnnkt befindiichen Flussigkeitsteilchen kaum nocli welche 
iibrig sind. 

Eine andere Betrachtung ist die folgende: Wir wollen unter einer 
fliissigen Elache eine Fiacbe verstehen, die dauernd aus denselben 
Fliissigkeitsteilcben besteht. Eine solclie fliissige Flache soli sich zu 
einer gewissen Zeit in einem geringen Abstand von der Kngeloberfiacbe 
befinden (in Abb. 60 als gestrichelteLinie (K) gekennzeichnet). Durch die 
Fliissigkeitsbewegung befindet sie sich nach einer gewissen Zeit in der 
Lage, wie sie in derselben Abbildung durch eine strichpunktierte Linie 
angegeben ist, noch spater geht sie iiber in die punktierte Linie usw. 
Sie riickt also vorn immer naher an den Korper heran, w’ahrend sie 
sich hinter dem Korper zu einem immer langer W’erdenden Gebilde 
auseinderzieht ; alles natiirlich unter der Annahme des angegebenen 
Geschwindigkeitsfeldes, das — wie bemerkt werden mdge — nicht 
dasjenige einer wirklichen (reibenden) Fliissigkeit ist. 

VIII. Kontiiiuitatsgleieliiiiig. 

52. Volumenbcstandige homogene Fliissigkeiten. Wir haben im 
VI. Kapitel Geschwindigkeitsfelder von groBer Ailgemeinheit behandelt, 
rniissen jedoeh jetzt die einschrankende Bemerkung machen, daB nicht 
jede beliebige Vektorverteilung eine mogliche Fliissigkeitsbewegung 
ergibt. Eine der Einsehrankungen folgt aus der notwendigen Forderung 
der Konstanz der Materie. Solange froilich iiber die Abhangigkeit der 
Dichte der Fliissigkeit von Raum und Zeit keine Angaben vorliegen, 
laBt sich diese Forderung auch fiir beliebige Vektorfelder erfiillen. Da 
diese Abhangigkeit jedoeh nicht wdllkiirlich angenommen werden kann, 
sondern aus physikalischen Gegebenheiten eindeutig bestimmt ist, 
werden durch die Notwendigkeit, daB weder Materie entstehen noch 
vergehen kann, gewisse Vektorfelder, die dieser Forderung nicht ge- 
nugen, weiterhin auBerhalb unserer Betrachtung bleiben. 

Wenn wir zunachst den wichtigsten Fall behandeln, daB die Dichte q 
zeitlich und raumlich konstant ist, so haben wir — wenn wir der Euler- 
schen Methode folgen — den mathematischen Ausdruck dafiir zu 
bilden, daB in jedem beliebigen von Fliissigkeit erfiillten Volunien nur 
so viel Fliissigkeit austreten kann als zugleich eintritt, d. h, wir haben 
eine quellenfreie Stromimg. In Nr. 46 haben wir als anatytischen Aus- 
druck dafiir gefunden : 

V 0 tv = div iu = 0 
du , dv , dw - 


Oder 
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Diese Gleichung bezeichnen wir als Kontinuitatsgieichung fiir eine 
voiumenbestandige homogene Fliissigkeit. Fiir den stationaren Fail 
ergibt sich niit BQIfe der Stromrohren noch eine andere Moglichkeit, 
die Kontinuitat auszudrucken. Bei einer Stromrohre, die sich in diesem 
Fall wie eine feste Bohre verhalt, f lieBt namlich durch irgendeine Quer- 
schnittsflache ebensoviel Fliissigkeit wie durch eine beliebige andere 
Querschnittsflache der Stromrohre. 1st das Stromlinienbild bekannt 
— wie z. B. bei Stromungen in Rohren, wo angenahert die ganze Rohre 
als eine Stromrohre behandelt werden kann — , so gilt mithin fiir jeden 
Rohrquerschnitt 

= F 2 tV 2 — Fw = konst. 

53. KompressMe Flussigkeiten (ftase), Ableitung in der Enlerschen 
Methode. Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall, daB q eine be- 
liebige (analytische) Funktion des Raumes und der Zeit ist, so konnen 
wir die Kontinuitatsgieichung ableiten entweder bei festgehaltenem 
Volumen A V des t-Raumes oder fiir eine bestimmte Fliissigkeitsmasse 
im 0 -Raum. Bei festgehaltenem Volumen A V haben wir den Ausdruck 
dafiir aufzustellen, daB in demselben Verhaltnis, in dem mehr Masse 
in das betrachtete Volumen ein- als ausgef lessen ist, die Masse dieses 
Volumens (durch Anderung der Dichte) zugenommen hat. 

Die Fliissigkeitsmasse, die in ein Volumen AY in der Zeiteinheit 
mehr (oder weniger) ein- als austritt (der MassenfluB), ist gegeben 
durch das Integral 

'>Q\Ood%, 

wo % die Oberflache des Volumens bedeutet (die Richtung der AuBen- 
normale sei positiv gerechnet). Das Integral ist also bei einer Massen- 
ziinahme negativ, bei einer Massenabnahme positiv. Transformieren 
wir dieses Oberflachenintegral nach dem GauBschen Satz (Nr, 46) in 
ein Volumenintegral, so haben wir fiir den MassenfluB den Ausdruck 

Y^v{Qto)dV. 

Beriicksichtigen wir jetzt, daB wir jedes beliebige Vektorfeld an- 
genahert als lineares Vektorfeld betrachten konnen, wenn wir nur das 
Volumen AY klein genug wahlen, so erhalten wir in diesem Fall fiir 
den MassenfluB: 

I ^ in o d ^ = d 7 div (o to) . 

Dieser Ausdruck muB nun wegen der Konstanz der Materie gleich 
der zeitlichen Zu- bzw. Abnahme der Masse des konstanten Volu- 
mens J 7 sein. Mithin 

— AV(iiy(Qto) — AV , 
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Oder 

•|^ + div(eto) = 0. (1) 

Wir konnen dieser allgemeinsten Kontinuitatsgleichung noch eine 
etwas andere Form geben: 

Da 

div (q It)) = F o (o to) =Vq ott) + gf o to = tt)o grad g g div tt> 
ist, babeh wir 

+ to o grad g + g div to = 0 (la) 

Oder in Koordinatendarstellung 



Woilen wir jetzt die Kontinmtatsgleichung ableiten fur eine be- 
stimmte Flussigkeitsmasse, so ist der Ausdruck fur die Konstanz der 
Materie offenbar 

^zlF = konst., 

also, da es sich um die zeitliche Anderung einer bestimmten Flussigkeits- 
masse, d. b. um den substantiellen Differentialquotienten handelt, 

Oder 

Bedenken wir, daB die Anderung des Volumens AV in der 

Zeiteinheit ist und div to diejenige der Volumeneinheit, so ist 

JF = .dFdivh). 

Da femer nach S. 89 ^ == + hJ o grad q ist, so haben wir, 

wenn wir durcb A V kiirzen, 

^ div to + — + to o grad ^ = 0 ; 

wir erhalteti also auch auf diesem Wege unsere Gl. (la) wieder. Han- 
delt es sich um eine stationare Flussigkeitsstromung, ist also g von t 
unabhangig, so bleibt als Kontinuitatsgleichung 

div (^to) = to o grad^ + ^ div to = 0. (2) 

Ist auBerdem g raumlich konstant, so ist g div to = 0, also 

div to == 0. 


( 3 ) 
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Betrachten wir die Fliissigkeitsbewegung durch eine Stromrohre 
mit veranderlichen Querschnitterij so m.u6 — da der MassenfluB durch 
die Begrenzungsflache einer jeden Stromrohre gleich Null ist — fiir 
stationare Bewegungen gelten 

F-^w^Qi = F 2 W 2 Q 2 == konst. = Fid g. 

Biese Gleichung hat ailerdings nur Bedeutung in dem Fall, daB 
wir uber die Form der Stromiinien Aussagen machen konnen (z. B. bei 
Stromungen durch Rohre). 

Fiir raumbestandige Fliissigkeiten (o = konst.) haben wir wieder 
die Gleichung, die man vorzugsweise in der Hydraulik als Kontinuitats- 
gleichung betrachtet: 

F'W ~ konst. (4) 

54. Die allgememe KontmuitMsgleichung in der Lagrangeschen Dar- 
stellung. Wir wollen der Vollstandigkeit wegen noch die Kontinuitats- 
gleichung in der Lagrangeschen Barstellung ableiten. 

Ist dV ein bestimmtes im ^-Raum abgegrenztes Volumenelement 
mit den Kanten da, db, dc (Abb. 61) und der Bichte so ist die Masse 
dieses Fliissigkeitselementes Qq dadbdc. Fragen wir, welche Gestalt 
dieses Fliissigkeitsvolumen zu irgend einem Zeitpunkt Mm t-Raum 




Abb. 61. Bie Gestalt eines im§-Baum abgegrenzten Volumenelementes nach einer inf ini tesimalen 

Deformation im r-Ranm. 


besitzt, so ist — wenn dxi dx^ di© Kanten des deformierten Vo- 
lumenelementes bezeichnen — 

dx^ = da 

dx, = ^db 

■jdt 

dts — (ic . 

Bas Volumen dieses deformierten Volumenelementes ist nun 

dXi o dtgX dtg. 
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1st dann die Dichte des deformierten Volumeiielementes gleich q , 
so ergibt die Forderung der Konstanz der Materie 

Q^dadb dc ^ qdXi o dt^X dt^ 

Oder 

Q^dadbdc = qdadbdc^ o 

Mithin erhalten wir als Kontinuitatsgleichung in der Lagrangeschen 
Darsteliung : 


Oder in Koordinaten 


^0 ■ 




dx dx dx 

go 


da ° db^dc 


i dx 

dy dz 



da 

da da 



dx 

dy dz 


Q 

~db 

Jb ~Fb 

* 


dx 

dy dz 



Jc 

dc dc 
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Dynamik der reibungslosen Flussigkeiten. 

IX. Eulersche Gleichung und ihre Integration auf der 

Stromlinie. 

55. AUgememe Bemerkungen fiber die Wirkung der ZaMgkeit von 
Flussigkeiten. Wir geben aus von der Grundgleichung der Dynamik 
eines Massenpunktes : Kraft gieich Masse mai Beschleunigung. Diese 
Gieichung muB fur jedes Fitissigkeitsteilcben erfiillt sein. 

Was die KrMte anbelangt, so tritt im allgemeinen auBer den uns 
schon aus der Hydrostatik bekannten KrMten: 

1. der Massenkraft pro Volumeneinbeit qq — y und 

2. dem Druckgefalle pro Volumeneinbeit — grad p nocb 

3. die Reibungskraft auf. 

Die innere Reibung oder die Zabigkeit einer Fliissigkeit ist etwas 
verwickeiter Natur. Sie bangt ebenso wie der Spannungszustand eines 
elastiscben Korpers von einem symmetriscben Affinor oder Tensor ab ; 
nur daB bei den zaben Flussigkeiten nicbt die Formanderungen selbst, 
sondern die Formandertingsgeschwindigkeiten den Spannungen 
proportional sind. 

Es seien an dieser Stelle einige allgemeine Bemerkungen iiber die 
Wirkung der Zabigkeit in Flussigkeiten gemacbt: 

Die Bewegung einer Fliissigkeit ist — abgeseben von Schwerkraften, 
die bei kompressiblen, bomogenen Flussigkeiten sich nur in der Dicbte- 
verteilung bemerkbar macben — wesentlich beeinfiuBt durcb die 
Tragheit und die Reibung. Die Erfahrung lebrt nun, daB bei vielen 
Flussigkeiten (z. B. Wasser) und bei den Gasen — sobald es sicb um 
groBe und maBig groBe Abmessungen bandelt — die Wirkung der 
Reibung im Innern der Flussigkeit gegeniiber den Tragbeitswirkungen 
sebr zuriicktritt. Die bier vorkommenden Druckdifferenzen werden fast 
ausscblieBlicb durcb die Tragbeitskrafte aufgenommen. Bei kleinen 
Fliissigkeitsmassen jedocb (bei denen dann auch meistens die Be- 
sohleunigungen klein sind), z. B. bei Nebeltropfcben oder Stromungen 
in Eapillarrobren, steben den Druckdifferenzen im wesentlicben nur 
die Reibungskrafte gegeniiber, wabrend die Tragbeitswirkungen ver- 
nacblassigt werden konnen. 

Tietjcns, Hydromcchanik. 2. Au£l, 


7 
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Es ist nun lediglich. in der Schwierigkeit der mathematischen Be- 
handlung des Stoffes begrxindet, daB bis vor noch rndht langer Zeit 
das allgemeine Problem der Eliissigkeitsbewegung — von einigen 
besonders einfachen Fallen abgeseben — nicht bebandelt werden 
konnte. 

Nur unter Annabme von gewissen extremen Voraussetzungen war 
es gelungen, iiydrod37nainiscbe Vorgange tbeoretiscb zu verfolgen. 
Einerseits vereinfacben sich namlicb die Differentialgleichungen so sebr, 
daB sie in vielen Fallen integriert werden konnen, wenn man die Rei- 
bungskrafte vollstandig vernachla^sigt. Hier bandelt es sick um die 
sogenannte klassische Hydrod 3 mamik, die ihrer Betrachtung also eine 
idealisierte vollstandig reibungslose Fliissigkeit zugrunde legt. 
Dieses Gebiet ist — besonders von seiten der Mathematiker — so ein- 
gebend durcbforscbt, dafi man es im wesentbcben als abgescblossen 
betracbten kann. Anderseits laBt aucb diejenige Vereinfacbung, die sicb' 
aus der Vernacbla^sigung der Tragheitswirkungen ergibt, eine matbe- 
matiscbe Bebandlung zu. 

Wir konnen somit ein Schema von drei Gebieten aufstellen: 

II 

/-Tragbeitslose Fliissig- 
keitsbewegungen 

^Wirklicbe Fltissigkeits- ^ z Aufier den Druck- 
bewegungen kraftennurZabigkeits- 

\ / wirkungen 

^ AuBer den Druck- ^ 
krMten treten Trag- 
beits- und Reibungs- 
wirkungen auf 

Vor etwa 20 Jabren sind nun von den Gebieten I und II VorstoBe 
in das Gebiet III unternommen insofern namlicb, als man einerseits 
versucbt bat, im Gebiet II — also bei Beriicksicbtigung der Zabigkeits- 
krafte — das erste Gbed der in eine Reibe entwickelten Tragbeitskrafte 
zu beriicksicbtigen und anderseits, indem man es unternommen bat, 
Fliissigkeiten sebr geringer Zabigkeit matbematiscb zu bebandeln. Der 
VorstoB von den zaben Fliissigkeiten gebt zurtick auf den Namen 
Osseen^, wabrend der VorstoB von der Seite der reibungslosen Fliissig- 
keiten von PrandtP ausgebt, der 1904 in einem Vortrag auf dem 
Heidelberger Matbematiker-KongreB den Weg zur Bebandlung von 
Fliissigkeiten sebr geringer Zabigkeit gewiesen bat, wodurcb der ge- 
samten Hydrodynamik ein Impuls erteilt worden ist, der sicb als auBer- 

^ Os seen, C. W.: Zur Theorie des Pliissigkeitswiderstandes. JSTov. Acta 
R. Soc. Scient. Ups. Ser. IV, Bd. 4 1914. 

2 Prandtl, L.: tJber Fliissigkeitsbewegung bei sebr kleiner Reibung. Verb, 
d. III. Int. Matb. Kongresses in Heidelberg 1904. Leipzig 1905. 


I 

Reibungslose Pliissig- ^ 
keitsbewegung 

AuBer den Druck- \ 
kr^ften nur Tragbeits- 
wirkungen 



Eulersclie Gleickung und Hire Integration anf der Stromlinie. 


99 


ordentiich fruchtbar erwiesen bat und dessen Auswirkungen nocb nicbt 
abzuseben sind. 

Die Stromungsvorgange, bei denen die ReibungskrMte von der- 
selben GroBenordnuiig wie die Tragheitskrafte sind, bat man aucb bis 
jetzt nocb nicbt der matbematischen Bebandlung zugangig macben 
konnen. In einigen wenigen Fallen allerdings bat man Losungen der 
allgemeinen Differentialgleicbungen zaber Fliissigkeiten gefunden, so 
z. B. fiir eine bestimmte einfacbe Stromung gegen eine unendlicb 
ausgedebnte Platte oder fiir die Stromung in Kanalen von besonderen 
Formen. _ 

Fragen wir uns Jetzt, inwiefem sicb die wirkbcb eintretende Stro- 
mung einer Fliissigkeit mit sebr geringer Zabigkeit — wie sie die Gase 
Oder Wasser usw. besitzen — von derjenigen unterscbeidet, die wir 
bei Annabme einer vollstandig reibungslosen Fliissigkeit erbalten, 
so konnen wir sagen, daB die Wirkung der Zabigkeit bei Fliissigkeiten 
sebr geringer Reibung nur wesentlicb zur Geltxmg kommt in einer im 
allgemeinen sebr diinnen Scbicbt an der Begrenzungsflacbe von Fliissig- 
keit und festem Korper. Das kommt daber, daB in dieser Scbicbt — der 
sogenannten Prandtlscben Grenzscbicbt — ein sebr starker Anstieg der 
Gescbwindigkeit stattfindet, dem die Reibungskraft proportional ist 
(vpL Kapitel XVI des II. Bandes). Wabrend die ideal-reibungslose 
Fliissigkeit ein Gleiten der Fliissigkeit an der Begrenzungsflacbe er- 
gibt, baftet jede wirkbcbe aucb nocb so wenig zabe Fliissigkeit mit 
ibren Beriibrungsteilcben an dem festen Korper. Da nun aber bei einer 
um einen Korper stromenden Fliissigkeit von geringer innerer Reibung 
(z. B, bei Wasser, im Gegensatz zu Glyzerin) scbon in sebr geringer 
Entfernung vom Korper betracbtHcbe Gescbwindigkeiten auftreten 
(Gescbwindigkeiten, wie sie einer reibungslosen Fliissigkeit entsprecben 
wiirden), so bat der tJbergang der Gescbwindigkeit auf Null am Korper 
selbst in einer sebr diinnen Scbicbt stattzufinden; dies laBt aber — wie 
gesagt — auf das Vorbandensein von groBen Reibungskraften scbbeBen, 
die in dieser Scbicbt von der GroBenordnung der Druckgradienten sind. 

Solange nun diese diinne Scbicbt, in der die Zabigkeit wesentlicb 
zur Wirkung kommt, am umflosSenen Korper bleibt, wird das Strom- 
bnienbild der wirkUcben Stromung sicb nicbt wesentlicb von dem- 
jenigen unterscbeiden, das sicb aus der Annabme einer ideal-reibungs- 
losen Fliissigkeit ergibt. Wenn aber der Fail eintritt — den man meistens 
beobachtet - — , daB die Stromung sicb vom Korper loslost, so wird da- 
durcb das gesamte StromUnienbild wesentlicb verandert. Die sicb 
bierbei ausbildende Grenzscbicbt zerfallt namHcb in Wirbel, die der 
Stromung ein ganz neues Geprage geben. In diesem Falle fiihrt die 
Annabme einer ideal-reibungslosen Fliissigkeit zu keinem praktisch 
verwertbaren Ergebnis. 
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Denkeii wir uns beispielsweise eine Stromung um einen schlanken 
Luftschiffkorper oder um einen Tragfiiigel, so kommen zwar auch hier 
die Reibiingskrafte in der Grenzschicht zur Wirkung, insofern als bier 
die Stromungsgeschwindigkeit bis auf Null unmittelbar am Korper 
abgebremst mrd; da aber die Grenzscbicht bei diesen Stromungs- 
formen gewohnlicb am Korper bleibt und die Stromung nicht von ibm 
,,abreiBt‘', so wird durcb die Grenzscbicht das gesamte Stromlinienbild 
nicht wesentbcb beeinfluBt. Bei einer Stromung um eine Kugel oder 
um eine senkrecbt zur Stromung gestellte Platte Jedocb bleibt diese 
Grenzschicht nicht am Korper, sondern lost sich an bestimmten Stelien 
von ihm ab, um sich weiterhin in Wirbel aufzulosen. Von wesentlicher 
Bedeutung ist es nun, daB man weiB, unter welchen Bedingungen eine 
Ablosung der Grenzschicht eintritt bzw. nicht eintritt. 

Es hat somit in manchen EaUen einen guten Sinn, die Eliissigkeit 
als reibungslos zu betrachten, dann natnhch, wenn ein Ablosen der 
Stromung vom Korper nicht stattfindet. LaBt man in diesem Fail die 
Zahigkeit mehr und mehr abnehmen, so wird die Grenzschicht diinner 
und diinner, bis sie schlieBlich beim Grenziibergang zur Zahigkeit 
gieich Null verschwindet und das Strdmungsbild in dasjenige der ideal- 
reibungslosen Fliissigkeit iibergeht. 

In dem anderen Falle jedoch, in dem eine Ablosung stattfindpt, 
bekommen wir beim t)bergang zur Reibung Null nicht das Bild der 
von vornhereiii als reibungslos angesehenen Fliissigkeit, sondern — so- 
ferii man der Auswirkung der nach Null konvergierenden Zahigkeit 
geniigend Zeit laBt — Ablosung und Wirbelbiidung. 

In Anbetracht dessen also, daB man in manchen Fallen die Fliissig- 
keit als reibungslos betrachten kann, ohne sich in den Resultaten da- 
durch von den wirklichen VerhMtnissen sehr zu entfernen, wollen wir 
imfolgendenzunachst die Reibung vollstandig vernachlassigen. 
Es bleibt uns dann immer noch unbenommen, nachtraghch zu unter- 
suchen, ob die Bedingungen der Ablosung der Grenzschicht vorhanden 
sind oder nicht, d. h. ob die unter der Annahme der Reibungslosigkeit 
erhaltenen Strom, ungsformen sich von den wirklich eintretenden wesent- 
Mch unterscheiden, oder ob man sie als eine gute Naherung an die 
wirkliche Stromung gelten lassen kann. Wir beenden hiermit die allge- 
meineh Bemerkungen iiber die Zahigkeitswirkungeh und fahren in der 
Auf stellung der hydrodynamischen Grundgleichung fort. 

56, Die Eulersehe Gleiehung. Die Masse eines Volumenteilchens zlF 
mit der Dichte q ist 

qAV. 

Fiir die Beschleunigung haben wir, weil es sich um die Beschleuni- 
gung eines Plussigkeitsteilchens handelt, den substantiellen Differential- 
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quotienten der Geschwindigkeit nach der Zeit zu nehmen. Da wir 
unsere Betrachtungen in diesem Absehnitt auf reibungslose Fliissig- 
keiten beschraiiken wollen, bleiben als Krafte die ini Anfang von Kr. 55 
angefubrte Voiumenkraft yAF~gg^V und das Druckgefalie grad pJV. 

Wir haben somit fiir das Grundgesetz der Mechanik (angewandt auf 
ein Fiiissigkeitsteiichen) in der Eulerschen Darstellungsweise : 

gAr~^ goAV -gradp/lV 


Oder unter Benutzung von (2) auf S. 89 und nach Division mit ozlF 

Dm dm . . 1 j ... 

TF "" Tf ° » = g - g grad p. (1) 


Diese Grundgleichung der klassischen Hydrod 3 ’'namik fiihrt den 
Namen ,,Eulersche Gleiehung'% da Euler zuerst von dieser Gleichung 
ausgegangen ist und sie seinen Arbeiten iiber Hydrodynamik zugrunde 
gelegt hat. 

In Koordinaten erhalten wir unter Beriicksiohtigung von (2 a) auf 
S. 89 fiir die Eulersche Gleichung 


du 

~dt 

dv 

dw 

dt 


+ u 


+ u 


+ U 


du 

+ 


du 

+ 


du 


1 

dp 

dx 

V 

dy 

w 

dz 

= gx - 

Q 

dx 

dv 

+ 


dv 

+ 


dv 


1 

dp 

dx 

V 

dy 

w 

dz 

==gv~ 

Q 

dy 

dw 

+ 


dw 

+ 


dw 


1 

dp 

dx 

V 

dy 

w 

dz 


Q 

dz' 


(la) 


In der Eulerschen Gleichung haben wir somit drei Gleichungen fiir 
die fiinf unbekannten GroBen u, v, w, q und p. Eine weitere Bestim- 
muiigsgleichung liefert die Kontinuitatsgleichung 

-||- + o grad ^ ^ diviu = 0 . 

Es fehlt also noch eine Bestimmungsgleichung. Wie wir in der 
Kontinuitatsgleichung die Aussage der Konstanz der Materie benutzt 
haben, so miissen wir jetzt noch eine Gleichung beriicksichtigen, die 
die Konstanz der Energie ausdriickt- Wir erhalten sie in der Aussage 
des ersten -Hauptsatzes der Thennod 3 niamik : Es ist die Vermehrung 
der inneren Energie {d U) eines Systems gleich der zugefiihrten Warme 
(d$) vermehrt um die gesamte auBere Arbeit {—pdV); also, wenn A 
das mechanische Warmeaqui valent ist: 

dU = dQ -T ^ (— ' pdV + ileibungsarbeit). 

Sehen wir von der Reibung und der Warmeleitung ab, so erhalten wir 
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Biese Bedingung entspricht nach den Leliren der Tliermodynamik 
einer adiabatisciien Znstandsandemng, die irgendeine Beziehung von 
der Form 

Q=i{'P)- 

liefert. Nelimen wir an, daB unsere Fiiissigkeit ein ideales {,,perma- 
nentes^*) Gas ist, dann ergibt sicb fiir diese adiabatische Zustands- 
anderung die Gleiohung 

== konst., 

Oder, da t? = ist. 


p = konst. 

Dabei ist x — (bei Luft x = 1,405). 


Wenn wir es mit einer volumenbestandigen Fiiissigkeit zu tun 
haben, so tritt an Stelle von Q ^ f (p) ,die Gleiohung q — konst. 

Wir haben also gesehen, daB die Bewegung einer reibungslosen 
Fiiissigkeit voUstandig bestimmt ist durch die Eulersche Gleiohung, 
die Kontinuitatsgleichung und eine Aussage iiber die Dichte, die ge- 
gebenenf alls dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik zu entnehmen ist. 

. Wesentlich komplizierter werden die Verhaltnisse bei iiihomogenen 
Fliissigkeiten (z. B. Sohwingungsvorgangen von iibereinander geschioh- 
teten Salzlosungen). Hier kommt als neue Variable noch das MaB der 
Konzentration hinzu, die iiberdies an ein bestimmtes Teilchen gebunden 
ist: Q == f ^9 ^)* Behandlung derartiger Fliissigkeitsbewe- 

gungen fiihrt auf die hydrodynamisohe Grundgleiohung in der Lagrange- 
schen Darstellung, die wir der Vollstandigkeit wegen noch ableiten 
woUen. Beriicksichtigen wir, daB der substantielle Differentialquotient 

der Gesohwindigkeit in dieser Darstellungsweise lautet, so haben 

wir nach Division mit qAV 

wobei die beiden im r-Raum gebildeten Glieder der rechten Seite noch 
auf den A-Raum zu transformieren sind. Es ist nun 
gradgp = gradip o Fg r , 

entsprechend ^ ^ fiir eine unabhangige Veranderliohe ; setzen 

wir noch die Existenz einer Kraftefunktion von g voraus, 

g = gradj U 

so ist 


grad^ U = gradt 17 o Fs t . 

Setzt man in die obige Gleiohung, nachdem man sie mit F^^t skalar 
multipliziert hat, diese beiden GroBen ein, so erhalt man die Grund- 
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gleichung der Hydrodjnaamik reibnngsloser Fliissigkeiten in der La- 
grangeschen Form: 

wo alle Ableitungen im §-Raum genommen sind. 

57. Integration der Enlerscben Gleichung auf der Stromlinie. Ein 
fiir die praktische Anwendiing ungemein wichtiges Integral der Euler- 
scben Gleichung haben wir in dem Linienintegral fur stationare Zu- 
stande langs einer Stromlinie. 

Bilden wir das Linienintegral der Eulerschen Gleichung fur eine 
Stromlinie und setzen wir voraus, daB die Massenkraft g eine Kxafte- 
funktion g = grad U besitzt, so haben wir: 

% € (E 

J o dt + J(h) 0 Fin) q dt = Jgrad U odt — J * — odx + konst/ 
Fur die beiden Integrale der rechten Seite konnen wir schreiben: 

Jgrad O' o dx = / dU == 17 + koiast. 

odx=ff = P(p)+ konst. 

Der Integrand (in o Fin) o dr — dx © (in o Fin) lafit sich, da 
tojldx ist (Integration auf der Stromlinie!), 

in^ 

•in o(dx o Fin) = in © din = d-^ 


schreiben. Wegen deir Wichtigkeit dieses Schrittes woUen wir dieselbe 
Umformung noch in Koordinatendarstellung durchfiihren: 


in o Fin odx = (itt + jo + + + 


©(idx + jd^ + fda;) 




du J , du du j 

^uj^dx + vj^dx + w^dx 

dv j dv dv 

+ uj^dy + vj^dy +w^dy 

dm ^ , dm ^ , dv) J 

+ U^dz + v-^dz + w-g^dz. 

Beriicksichtigen wir jetzt, daB die Integration auf einer Stromlinie 
erfolgt, d. h. daB dxzdyidz = u:v:w oder 

vdx === udy 
w dx ^ udz 
wdy = vdz , 
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ist, so erhalten wir fiir den obigen Ausdruck: 
u-^dx + uj-dy + uj^Az 

, dv ^ , dv j . dv j 

+ vj^dx+vj^dy + v-^dz 

+ w 4^ dx 4- w -4— dy w dz = u du vdv w dw 
^ dx oy ^ oz 

= d[- - 2 — ) = <i-r- 

Bei dieser Gelegenheit erkennt man so recht, wieviel umstandlicher 
das Zuriickgehen auf Koordinaten ist. 

Wir bekommen somit als Linienintegral der Eulerscben Gleichung 
langs einer Stromlinie: 

O dx ^ + P ~ U ^ konst. (2) 

Diese Gleichung gilt ganz allgemein auch fiir nicht stationare Bewe- 
gungen, wobei jedoch zu bemerken ist, daB sie in diesem Fall nur fiir 
einen bestimmten Zeitpunkt gilt, da im nachsten Augenblick andere 
Fliissigkeitsteilchen zu einer Stromlinie zusammengefaBt werden. Aber 
auch in dem Fall, daB die Stromlinien ihrer Gestalt nach bestehen 
bleiben, die Geschwindigkeitsbetrage jedoch zeitlichen Anderungen 
unterworfen sind, wird die Konstante im allgemeinen fur verschiedene 
Zeiten verschiedene Werte annehmen, d. h. durch eine Funktion der 
Zeit zu ersetzen sein. Physikalisch bedeutet das, daB der Druck in 
dem Raum, in dem die Bewegung stattfindet, durch auBere Einwir- 
kungen noch beliebig variiert werden kann. 

68. Die Bernoullisehe Gleichung. Fiir stationare Bewegungen, 
dto 

fiir die also = 0 ist, vereinfacht sich die obige Gleichung zu 

+ P,_ O’ = konst. (3) 

Diese fiir die gesamte Hydrodynamik reibungsloser Fliissigkeiten auBer- 
ordentlich wichtige Gleichung hat schon Daniel Bernoulli in seiner 
Hydrodynamica 1738 aufgestellt. Man hat sie ihm zu Ehren die 
„BernoullisGhe Gleichung** genannt. (Der in Nr. 3, Gleichung (6) ge- 
fundene Ausdruck fiir das Gleichgewicht einer homogenen Gasinasse 
P == 17 -f konst, ist somit als spezieller Fall fiir to = 0 in der Ber-. 
noullischen Gleichung enthalten.) 

Betrachten wir den besonderen Fall der volumenbestandigen Fliissig- 
keiten {q — konst.) und nehmen wir als Volumenkraft die Erdschwere 

^ Gase konnen wir — wie im Xm. Kapitel gezeigt ward — ehenfalls als 
volumenbestandig ataffasseii, sofern die auftretenden Geschwindigkeiten klein 
gegen die Schallgesoliwmdigkeiteii sind. 
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[U == konst. '—gz)j so gekt die BernouUisclie Gleichnng iiber in: 

Y- + y + 5 ^ 2 ! = konst. , {3a) 

Oder, wenn man durch g dividiert lind gg = y setzt, 

-^ + — + 2 = konst (3b) 

In dieser Form, die eine besonders einfache geometriscbe Beutung 
der einzebien GroBen der Gieichung zulaBt, wird die Bernonllische 
Gleichung besonders von den Ingenieuren verwendet. Ba 2 eine Lange 
— in nnserem Fall eine Hohe — bedeutet, miissen die iibrigen GroBen 
der Gleicbung aucb die Bimension einer Lange baben und zwar kann 

als die Hohe anfgefaBt werden, von der aus ein Fiiissigkeitsteilchen 
aus der Buhe heraus unter der Einwirkung der Schwerkraft frei fallen 
muB, nm die Geschwindigkeit to zu erhalten ^naan spricht von der 

Geschwindigkeitshohe ^ j ; — konnen wir als die Hohe ansehen, bis zu 
der eine Fliissigkeitssaule unter der Einwirkung von p entgegen der 
Erdschwere aufsteigt (man bezeichnet als Bruckhohe); z ist die 

Hohe des gerade betraohteten Punktes einer Stromlinie liber einer 
gewissen Niveauflache (sie wird die Ortshohe genannt). 

Bie Bernonllische Gleichung in der Form (3 b) sagt also aus, daB 
bei einer stationaren Bewegung einer volumenbestandigen reibungs- 
losen Fliissigkeit unter der Einwirkung einer Kraftefunktion in jedem 
Punkt einer bestimmten Stromlinie die Summe aus Geschwindigkeits- 
hohe, Bruckhohe und Ortshohe konstant ist. 

Biese Konstante (die sogenannte Bernonllische Konstante) ist dabei 
im allgememen auf den einzelnen Stromlinien verschieden und nur in 
dem Fall, daB es sich um eine drehungsfreie Fliissigkeitsbewegung 
handelt, ist — wie wir in Nr. 61 sehen werden — die Konstante auf 
alien Stromlinien dieselbe. Eine solehe drehungsfreie Fliissigkeitsbewe- 
gung haben wir z. B. dann, wenn alle Stromlinien aus einem groBen 
Flussigkeitsbereich kommen, in dem die Geschwindigkeiten klein genug 
sind, um ihre Quadrate vernachlassigen zu konnen (z. B. der AusfluB 
durch eine kleine Offnung am unteren Teil eines groBen GefaBes). In 
diesem Gebiet, das praktisch in Buhe ist' (to =0), gilt also die Be- 
ziehung fiir ruhende homogene Fliissigkeiten P — 27 = konst, oder bei 
Erdschwere und q — konst. : 

-j.- 2 ; ~ ]jQ32st. , 

wobei die Konstante in jedem Punkt der ruhenden Fliissigkeit dieselbe 
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ist. Da — wie wir gesehen haben — die Bernoulliscbe Konstante auf 
einer bestimmten Stromlinie die gleiche ist, alle Stromiinien jedoch in 
diesem Fall aus einem Gebiet kommen, in dem iiberall dieselbe Kon- 
stante gilt, so folgt daraus, daB diese fiir samtliche aus dem in Rube 
befindbchen Gebiet kommenden Stromiinien die gleiche ist. Den Fall, 
daB die Bernoulliscbe Konstante auf den Stromiinien verscbieden ist, 
baben wir z.'B., wenn zwei Flussigkeitsmassen, die aus verscbiedenen 
Raumen kommen, zusammentreffen. 

Unter der angenommenen Voraussetzung, daB q in der ganzen 
Fliissigkeit konstant ist, konnen wir der Bernoullischen Gleicbung 
noob eine besonders einfacbe Form geben. In dem Fall ist es mogKcb, 
den gesamten Druck (p) in den durcb das Eigengewicbt der Fliissigkeit 
verursacbten sogenannten Scbweredruck (p) und in einen durcb die dyna- 
miscben Wirkungen bedingten Anteil (p*) zu trennen. Dieser Druck p* 
stimmt dann iiberein mit dem. Druck in der stromenden Fliissigkeit bei 
Abwesenbeit Yon Scbwerkraften. Uns interessieren vor allem die durcb 
die dynamiscben Wirkungen, d. b. die durcb die Bewegung bervor- 
gerufenen Druckunterscbiede, wabrend die Druckverteilung in der 
Rube im allgemeinen von geringerer Wicbtigkeit ist. Wir woUen des- 
balb die BernouUische Gleicbung in der Form baben, wo der in ibr 
auftretende Druck der Druckunterscbied, gerechnet vom Scbwere- 
druck aus, ist. Die durcb das Eigengewicbt bedingte Druckverteilung 
ist gegeben durcb 

^== konst. — yA. 

Der an einem Punkt der bewegten Fliissigkeit berrscbende Druck ist also 
p = p + p* = komb.T-yh + p*, 

Setzen wir diesen Ausdruck in die Bernoulliscbe Gleicbung {3 a) ein, 
so erbalten wir: 

— + konst. 

2 Q 

Die Drucke p* sind also um so kleiner, je groBer die Gescbwindigkeiten 
sind, und umgekebrt, 

Wir erkennen also, daB — wegen der Unabhangigkeit der Dichte 
von der Hobe — die Wirkung der Scbwerkraft auf die Fliissigkeitsteile 
im Innern der Fliissigkeit durcb den Auftrieb, den jedes Fliissigkeits- 
teilcben von seiner Nacbbarschaft erfahrt, ebminiert wird. Es laBt sicb 
somit die Bewegung einer scbweren volumenbestandigen Fliissigkeit 
bebandeln, obne daB die Scbwerkraft selbst beriicksicbtigt wird. Die 
Scbwerkraft erlangt erst wieder ibre Bedeutung an den Begrenzungs- 
flacben der Fliissigkeit, wo der gesamte Druck p und nicbt der Druck p* 
gewisse Grenzbedingungen erfiillen muB. 

Diese Vereinfachung der BernoulMschen Gleicbung laBt sicb auf 
Gase, sobald deren Kompressibilitat beriicksicbtigt werden mufi, 
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nicht libertragen, da bier die Dichte q durcb statische und d3rna- 
mische Wirkungen gleicbzeitig geandert wird. Die Scbwerewirkung 
and die Tragheitswirkang Jedes Elementes hangt aber von dem wirk- 
licben q ab, so daB also eine derartige Trennang des Drackes nicbt 
^ moglich ist. 

69. Beispiele fiir die Anwendang der Bernoullisclien Gleiehang. 
1. "Dberfall einer Fliissigkeit aber ein Wehr (Abb. 62). Da die 
Oberfiacbe der Flassigkeit ^ 

eine Flache gleichen 
Drackes ist, so bat man 
nacb der Bernoalliscben 
Gleicbang (3 b) 

^ + z = konst. 
zg 

1st die Gestalt der Ober- 
fiacbe bekannt — z. B 
darcb Pbotograpbie — , Abb. 62. tberfall einer I’lussigkelt aber ein Webx. 

so laBt sicb obne weiteres 

die Gescbwindigkeit far jeden Pankt der Oberfiacbe ablesen, wenn 
die Gescbwindigkeit des zastromenden Wassers bekarmt ist. 

Hat man iiberbaapt irgendwelcbe Aassagen geometriscber Art iiber 
Pliissigkeitsbewegangen, so kann man baafig mit Erfoig die Bernoalli- 
scbe Gleicbang benatzen, am weitere Scbliisse za zieben. 

2. AasflaBgescbwindigkeit aas einer kleinen Offnang 
eines offenen GefaBes (Abb. 63). Als geometriscbe Aassage nebmen 
wir in diesem Fall die der Beob- 
acbtang entnommene Tatsacbe, 
daB die aasfbeBende Flassigkeit 
einen Strabl bildet. 

An der freien Oberfiacbe der 
Flassigkeit sowobl wie an der 
Oberfiacbe des Strables berrscbt 
der gleicbe Atmospbarendrack 
Po; wir nebmen an, daB dieser 
Drack aacb rm Innern des freien 
Strables vorbanden ist. An der 
freien Oberfiacbe der Flassigkeit (A.) kann man mit geniigender Genaaig- 
keit die Gescbwindigkeit gleicb Nall setzen; die H5be der Ober- 
fiacbe iiber einer gewissen Niveaaflacbe sei Die Gescbwindigkeit im 
Strabl an einer Stelle, die am iiber der Niveaaflacbe begt, sei 

Es ist somit: 



Abb. 63. AnsflnB ans einer kleinen Offnnng eines 
offenen GefaBes. 





108 


Dynamik der reibungslosen Fliissigkeiten. 


also 


Oder 


tol 

^9 


■ Zb ==h 


tVB = i2gh. 


Diese Beziehung hat schon Torricelli (Schuler von Galilei) rund 
iOO Jahre vor Aufstellung der Bernoullischen Gleichung gefunden; 
man nennt sie das Torricellische Theorem. 


3. AusfluBgeschwindigke'it aus einem Druckkessel. Unter 
Benutzung der aus Abb. 64 ersichtlichen Bezeichnungen liefert die 

BernoulKsche Gleichung 


r-^z-dk 


qr-r^ 


Abb. 64. AusfluB aus einem Druckkessel. 


tD| 


+ 




= 0 + 




Oder 


=|/5 


Pi- Po 


Die Druckhohe, die der Differenz 
Pi Po entsprecheii wiirde, ist nach 
(9) S. 20 


^ ^Pi- JPo __ Pi’-Po 
Q9 

Dieser Ausdruck, in die obige Gleichung fiir | | eingesetzt, ergibt 

wieder 

I I = ^2gh , 

4. Zeitlicher Verlauf der AusfluBgeschwindigkeit durch 
ein Ansatzrohr (Abb. 65), Wir woUen die folgende tJberlegung 
wieder unter Vernachlassigung der Keibung anstellen, obwohl beson- 
ders bei langeren Ansatzrohren die Reibung wesentlich zur Wirkung 
kommt. 

Wir denken uns das zunachst geschlossene Rohr plotzlich geoffnet 
und fragen nach der zeitlichen Entwicklung der AusfluBgeschwindigkeit 
am Ende des Ansatzrohres. Da wir es offenbar mit einer nicht statio- 
naren Bewegung zu tun haben, miissen wir die erweiterte Bernoullische 

Gleichung S. 104 benutzenmit dem Glied J , das wir, da es sich 
hier im wesentlichen um einen eindimehsionalen Vorgang handelt, 

J div 

(^ds sei ein Stromlinienelement). Wir nehmen 
an, daB die Fliissigkeit voiumenbestandig ist. 
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sei der Querschnitt des Ansatzroiires am Ende, F der Querschnitt 
an einer beiiebigen Stelle des Ansatzrobres, der nicht konstant zu sein 
braucht. 

Nach der Kontinuitatsgleicbung ist, wenn wir den absoiuten Betrag 
von m mit w bezeichnen, 

Fw = F^w-^ 

Oder 


Der Quotient 


also 


F- 


^ ist eine Funktion von s, also w = (p{8)u\; mithin 


dw 

Tt “ 'W 


9(s), 




ds . 


Die Querschnittsflachen F zeichnen wir gefuhismaBig (senkrecht 

F 

^ zu den Stromlinien) so weit in das Innere des GefaBes binein, bis -j- 
klein gegen 1 ist. Dann hat (p{s) etwa den in der Abb. 65 gezeichneten 



Verlauf (fiir konstanten Querschnitt des Ansatzrohres). Durch graphi- 
sehe Integration erhait man hieraus das Integral Jq){s)dsj das die 
Dimension einer Lange hat: J(p(s)ds ^ liy mithin 



7 


Bei konstantem Querschnitt des Ansatzrohres ist die um einen durch 
die Zustromung bedingten Zuschlag vermehrte Rohrltoge. 
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Am Rohrende herrscht der Atmospharendrnck dort liefert die 
Bernoullische Gleichung also 


r ^ 
dt 


+ ^ + 
^ 2 ^ 




+ gz^ = C. 


Fxir einen Punkt der freien Oberflache der Flussigkeit im GefaB 
hat man 

mithin, da die Konstanten glelch sind: 

- dw^ ■ wl , . ^ 

Dies ist die Differentialgleichung fur w-^. Zu Beginn der Stromung, 

wenn die Geschwindigkeit noch klein ist, ist der Quotient groB, 

bis er mit wachsendem immer kleiner wird. Es sei nun angenommen, 
daB durch einen ZufluB dafiir gesorgt ist, daB die Fliissigkeitshohe im. 
GefaB konstant bleibt; dann ist die Differentialgleichung von der 
ersten Ordnung. 

Wir konnen sie noch etwas anders schreiben, indem wir beriick- 
sichtigen, daB nach geniigend langer Zeit (theoretisch fiir ^=00) sich 
der stationare Zustand mit der Geschwindigkeit tv^= ']j 2 gh eingestellt 

hat. gh = in die obige Gleichung eingesetzt, ergibt : 

dwi w%' — wl 

dt 

Oder 

dwi _ dt 

mithin 

Q.. W g^t 

Wl = • 

Die Geschwindigkeit am Ende des Ansatzrohres wachst also wie 
der hyperbolische Tangens, d. h. zunachst fast linear, bis sie kurz vor 
Erreichen der Endgeschwindigkeit langsamer wachst und diesem End- 
wert asymptotisch zustrebt. 

Bei fehlendem ZufluB sinkt der Wasserspiegel, und zwar ist offenbar 
mit Fq = Flache des Wasserspiegels und = Rohrquerschnitt : 
dlh 

^^~di~ Verbindung dieser Gleichung mit der obigen 

gibt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Behandlung 
hier aber ubergangen werden mag. 
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5. Horizontaler Flxissigkeitsstrahl gegen eine senkrechte 
Platte. Aus Symmetriegriinden muB der mittelste Stromfaden an der 
Platte znr Euke kommen. Benutzen wir die Bezeichnnngen aus Abb. 66, 
so lautet die BemouUische Gleicbung fiir zwei Punkte der mittelsten 
Stromlinie 

1 + ^=0 


PSl 
Q 

^ = 

Da die Konstanten 
sind, baben wir 


0 + - 


c, 

wiederum gleich 




4- 


Oder 


Vq_ 

Q 


Pi 


QW^ 

2’i = ?’o + -y> 
Oder mit gg = y gesehrieben 



Pi = Vo + 


y 

'W 


Abb. 66. Horizontaler Hluasigkeits- 
strahi (rotationssymmetriscli) 
gegen eine senkrechte Platte. 


Den Punkt an der Platte, an dem der mittelste Stromfaden zur 
Eube kommt, an dem er sicb gleicbsam staut, nennt man den Staupunkt ; 
die durcb diese Stauung bervorgerufene Druckerbohung 


Pi “ 3^0 : 


QW^ 
: __ 


y 


belBt der Staudruck oder aucb der dynamiscbe Druck. Fur den 
Fliissigkeitsdruck ist in der tecbniscben Literatur die Bezeicbnung 
„statiscber Druck“ ublicb geworden. Es ist dies diejenige Kraft pro 
Flacbeneinbeit, mit der an dem betracbteten Punkt der st^dmenden 
Fliissigkeit die Grenzflacben zw'eier nebeneinander befindliober Flus- 
sigkeitsteilcben aneinandergepreBt werden. Dieser Druck wiirde 
somit von einem mit den Fliissigkeitsteilcben mitbew^egten Druck- 
meBgerat angezeigt werden. Fiir die Summe von statiscbem und 
dynamiscbem Druck ist die Bezeicbnung „Gesamtdruck'‘ gebraucbbcb. 

Zu berucksicbtigen ist dabei, daB die obige Gleicbung allgemein 
nur giiltig ist ftir bomogene volumenbestandige Fliissigkeiten {q — konst.), 
fur die wir auf S. 106 die aus dem Eigengewicht der Fliissigkeit resul- 
tierende Druckverteilung eliminieren konnten. Zerlegt man fiir diesen 
Fall den in der aUgemeinen Bernoulliscben Gleicbung auftretenden 
Druck konst. 


in den durcb das Eigengewicbt bedingten sogenannten Scbweredruck 
(Hydrostatiscber Druck) "p — entsprechend der bydxostatiscben Druck- 
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verteiJung p yh = konst. — nnd in den mit dem Bewegungsvorgang 
der Pliissigkeit zusammenhangenden nnd durch dymamische Wirkungen 
bedingten Anteil p*, so erkennt man, daB die Bezeicbnung ,,statischer 
Druck^' fiir diesen von der Bewegnng der Fliissigkeit abbangigen 
Anteil nicht sebr gliicklicb ist. Es ware deshalb besser, diesen Bruck p* 
etwa Bewegungsdruck zu nennen. 

X. Potentialbewegimg. 

60. Vereinfacliimg der Eulerschen Gleichung und Integration bei 
Annahme eines Ge'schwindigkeitspotentials. Wir gehen jetzt dazu iiber, 
ein wesentlich allgemeineres Integral der Eulerschen Differential- 
gleichung aufzustellen. Es lafit sich namlich die Eulersche Gleichung 
in einer ohne weiterea integrierbaren Form schreiben, wenn wir (auBer 
einigen speziellen Annahmen iiber die Dichte q und das Kraftfeld g) 
voraussetzen, daB die Fliissigkeitsbewegung in jedem Punkte drehungs- 
frei ist; und zwar braucht diese Voraussetzung der Drehungsfreibeit 
nur angenommen warden fiir einen bestimmten Zeitpunkt. 

Fiir diesen Augenblick ist also 

rot tu = 0, 

Oder in Koordinaten dw dv 

dy dz ^ 
du dw 

dv 

~d^'~"dy “■ 

Wir warden spater sehen, daB die Voraussetzung der Drehungs- 
freiheit keineswegs eine so starke Beschrankung der moglicben Be- 
wegungen ist, wie es auf den ersten Blick zii sein scheint, sondern daB 
bei sebr vielen Bewegungen reibungsloser Fliissigkeiten die Voraus- 
setzung der Drehungsfreibeit wirkbch gegeben ist. 

Wie wir in Nr. 47 geseben haben, konnen wir eine Geschwindig- 
keit in, deren Rotation iiberall verscbwindet, auffassen als Gradient 
eines Skalars 0 

m — graded, 

d. h. es laBt sich also in diesem Fall immer eine skalare Ortsfunktion 
0 {x, y, z) angeben, so daB 

d0 80 80 

OX - dy ’ dz 

ist. 0 nennen wir die Potentialfunktion oder kurz das Potential des 
Geschwindigkeitsf aides und die Bewegung der Flussigkeit eine Potential- 
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bewegung* Wir werden spater seben, daB den Potentiaibewegungen 
eine fundamentale Bedeutung in der gesamten Hydrodjuamik zn- 
kommt. 

Mathematiscb bedeutet die Annahme einer Potentialf unktion eine 
ganz wesentlicbe Vereinfacbung, da wir statt der drei Funktionen der 
Geschwindigkeitskomponenten u {x, y, z), v (a*, y, z), w {x, y, z) ledigiicb 
eine Funktion 0 {x,y, z) zu bestimmen haben. 

Wir fragen uns jetztr Was ergibt sich aus der Voraussetzung der 
Drebnngsfreibeit in einem Zeitpimkt t — fiir die Eulersche Gleicbimg ? 
Da wir die Voraussetzung to = grad^^ nur fiir einen bestimmten Zeit- 
punkt machen, durfen wir in dem ersten Glied der Eulerscben Glei- 
Bto 

cbung -gy- nicbt ohne weiteres to durch grad^ ersetzen. Das zw’eite 

Glied to o grad to formen wir folgendermaBen um : 

Wir gehen aus von der bekannteh Yektorbeziehung von drei be- 
liebigen nicht komplanaren Vektoren a, b, c 

ax(&xc) = aoc6 — aobc. 

Benutzen wir diese Beziehung fiir a = U), B = F und c = U), so haben 
wir 

tt> X (F X in) = to o in F — io o F , 

Oder, da tr X (F X in) = tr X rot to 

t0oVt0=t0ot0F — tOXTOttO. 

Beriicksichtigt man nun, daB tn o tu F = F in o tr = grad-y- ist, und 

daB wir fiir den betrachteten Augenbhck rot tn = 0 voraussetzen, so 
bleibt: 

it) o F = h) o grad to == grad — . 

Dasselbe Resultat erhalten wir natiirlich auch, wenn wir auf die 


Koordinatenstellung zuriickgehen: 

, , du , . , dv , . ^ dw 

Vto + + 

dx 

dv 

dx 

dm 

'di 


du 

dv 

dw 

dy 

'dy 

dy 

. « ♦ du . ys * dv , dw 

du 

dv 

dw 

+ ''sr + 'i9j + "8r 

dz 

dz 

dz 

wegen 

d0 

^ dx ^ dy ’ 

Tietjens, Hydromechanik. 2. Atifl. 

w = 

d0 

dz 




114 


Bynamik der reibiingslosen Miissigkeiten. 


ist aber 


du 

dv I 

f _ d^9 \ 

dy 

dx ' 

C~ dxdy) 

du 

dw 1 

( _ d^0 \ 

dz 


^ dxdz) 

dv 

dw 1 

d^0 \ 

dz 


^ dydzj’ 


Wir seben also, dafi es sich in F,to um einen symmetrischen Affinor 
handelt, der — wie wir in Nr. 44 gesehen baben — der Ansdruck flir 
eine Defonnationsgescbwindigkeit obne Rotation ist. Bilden wir nun 
die a;-Komponente des Vektors m o so ist: 


/. rr . X du , du , du 

{■m oVvo)^=-u-^ + vj- +..W 


oder da 
ist, 


du 

dy 


dv 

dx 


und 


dv 


dy 

du 

dz 

dw 


dz 


dw 

dx 


(to o Fto)* = + «-^ + WXT = 


d + V® 4- 


dx 


dx dx 


Bildet man die entsprecbenden Ausdriicke fiir die y- und z-Komponente, 
so ergibt sicb 


(m o Ftt)) = 


. d / u^ V^ W^\ , d fu^. 4- t;2 4- 

~2 ) 2 ■ 
^ d / 4- 4- WJ® 

“2 " 


= grad 


4~ 2^^ 4" 



Nebmen wir jetzt nocb an, daS die Massenkraft g eine Krafte- 
funktion U besitzt, 


g = grad U, 


und ferner, daB die Fliissigkeit bomogen ist, d. b. daB die Dicbte q 
nur eine Funktion des Druckes p allein ist (kompressibel darf die Fliissig- 
keit sein) ‘ ■ 

J ^ = p (pj oder grad p = grad P, 
so geht die Eulerscbe Gleicbung Tiber in: 

-grad(i5! + P_-Z7), 

Wir erkennen somit, daB fiir den Fall, daB das Geschwindigkeits- 
feld in einem bestimmten Augenbbck drebungsfrei ist, die Eulerscbe 
Gleicbung unter den gemacbten Voraussetzungen beziigbcb Kraftfeld 
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tind Dichte die Aussage Mefert, daB in diesem Zeitpunkt dann auch. 
das Beschleunigungsfeld der Gradient eines Skalars — + P — 

d. h. drehungsfrei ist. 

Entwickeln wir nnn bei festgehaltenem Ort die Gescbwindigkeit in 
eine Taylorsche Reibe nach der Zeit: 


in2 — tPi + (^2 — ^i) 




V dt Jt, 




so baben wir fur ein geniigend kleines Zeitintervali — ti 


b?2 — + {^2 tj) ^ 

Da — wie wir eben gesehen haben — fiir den Zeitpunkt das Feld 

dto 

der Gescbwindigkeitsanderung rotationsfrei ist, so ist also aucb 

tt) 2 , d. b. das Gescbwindigkeitsfeld zur Zeit obne Rotation. Die 
wiederbolte Anwendung dieser tlberlegung fiibrt somit zu dem Satz: 

Ist in einer reibungsfreien bomogenen Fliissigkeit in einem bestimm-^ 
ten Augenblick die Gescbwindigkeitsverteilung drebungsfrei^ so bleibt 
sie unter der Wirkung eines drehungsfreien Kxaftesystems dauemd 
drehungsfrei. Dieser Satz stammt von Lagrange. Man kann den 
Satz auch so aussprechen, daB es unmoglich ist, einer rotationslosen 
Flussigkeitsbewegung durch Einwirkung einer drehungsfreien Ebraft 
Rotation zu erteilen. Auf Grund spaterer Betrachtungen warden wir 
erkennen, daB auch in dem Fall, wo in einem endlichen Gebiet 
der Fliissigkeit die Bewegung drehungsfrei ist, dieser Satz fur das 
aus denselben Fliissigkeitsteilchen bestebende Gebiet Geltung hat. 
Gewisse Unstetigkeiten an den Grenzen des Gebiets konnen aller- 
dings Veranlassung geben, daB sich drehende Fliissigkeit oder XJn- 
stetigkeiten der Fliissigkeitsbewegung in das Innere des Gebiets hinein- 
schieben (vgl. hieriiber Nr. 84 und auch die SchluBbemerkung des vor- 
liegenden Kapitels). Die Einschrankung des Satzes auf drehungs- 
freie Kraftsysteme ist nicht sehr betrachtlicb, da Kraftfelder mit Dre- 
hung praktisch kaum in Betracht kommen. Eine Ausnahme dieser Art 
sind Kjcaftfelder, die unter dem EinfluB von elektrischen Stromen, die 
die Fliissigkeit durchsetzen, in einem Magnetf eld auftreten. 

Hinsichtlich der vorausgesetzten Homogenitat der Fliissigkeit ist 
zu sagen, daB fiir Fliissigkeitsbewegungen, bei denen die Dichte nicht 
allein vom Druck, sondern beispielsweise durch brtliche Erwarmung 
l|eeinfluBt wird, der obige Satz nicht gilt. So kann ni'an die Eulerscbe 
Gleichung in der letzten Form nicht anwenden, wenn man z. B. die .Be- 
wegung eines Gases studieren will, das an einzelnen Stelleii durch auBere 
Warmezufuhr erwarmt wird und durch, die dadurcb bedingte Dichte- 
anderung in Bewegung gerat. 

8 ^ 
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Jetzt, nachdem wir nachgewiesen haben, daB ein Geschwindigkeits- 
feld einer Flussigkeit, wenn es zu irgendeinem Zeitpunkt ein Potential 
besitzt, dauernd — unter den gemachten Yoraussetznngen — ein Po- 
tential behalt, kdnnen wir aucb in dem ersten Glied der Eulerschen 
Gleicbimg fiir die Geschwindigkeit grad^ einsetzen. Wegen der Un- 
abbangigkeit der raiimlichen nnd zeitlichen Integration konnen wir dann 
nocb schreiben: 

a*” = li grad 0= grad If , 

so daB wir schlieBlich die Eulersche Gleichung in der Form haben: 

grad(^ + |^ + P-i7] = 0 (1) 

und integriert 

^ + ^+P-U = fit). ( 2 ) 



/ (^) ist dabei eine willkurliche Funktion der Zeit. 
d ^ to^ 

Der Ausdruck -f + P — ?7 ist also zu ein und demselben 

Zeitpunkt an alien Steilen der Fliissigkeit (bzw\ 
des drehungsfreien Fltissigkeitsgebietes) kon- 
stant. Da aber die Gleichung nur sagt, dafi 'die 
raumliche Differentiation desKlammerausdruckes 
verschwindet, so braucht die Konstante von 
einem Zeitpunkt zum anderen nicht dieselbe 
sein, d. h. sie wird im allgemeinen eine Funk- 
tion der Zeit sein. Physikalisch hat das die Be- 
deutung, daB der Druck in dem Raum, in dem 
die Bewegung stattfindet, durch auBere Ein- 
wirkungen, z. B. Driicken auf einen Stempel, 
vgl. Abb. 67j noch beiiebig variiert werden kann. 
Handelt es sich jedoch um unendlich ausgedehnte 
Fliissigkeitsbereiche, in denen eine Druckande-. 
rung durch auBere Einwirkung nicht moglich ist, so hat man auch 
eine von der Zeit unabhangige Konstante. 

61* Zusammenhang des Integrals der Eulerschen Gleichung fiir Po- 
tentialbe.wegungen mit dem entsprechenden Integral langs einer Strom- 
linie. Wir haben in (2) ein sehr allgemeines Integral der Eulerschen 
Gleichung, das nicht wie das in der vorigen Kr. abgeleitete spezielle 
Integral nur fiir Fliissigkeitsteile "einer Stromlinie gilt, sondem ganz 
allgemein fiir alle Punkte der Flus&igkeit, sofern nur die notwendigen 
Voraussetzungen erfullt sind. ' 

Als wesentlichste dieser Voraussetzungen hat dabei, wie wir gesehen 
haben, diejenige zu gelten, daB die Geschwindigkeitsverteilung • 


Abb. 67. Bnrcb auflere Ein- 
wirkungfen (Drtcken auf einen 
Stempel) bewirkte Druckan- 
derungen in dem Eaum, in 
w^cbem die fxagiichen Eliis- 
sigkeitsbewegungen statt- 
. finden. 


wenn 
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auch niir fiir einen Aiigeiibiick — rotationsfrei gewesen sein muB. Nun 
fallen offenbar hierunter alie FMssigkeitsbewegungen, die aus der Rube 
heraus erfolgen, da die Fliissigkeit in der Rube sicber drebungsfrei ist 
{0 =z konst.). Wir konnen also sagen, daB samtiicbe Bewegungen einer 
homogenen reibungslosen Fliissigkeit aus der Rube beraus rotationsfrei 
sind, wenn das Kraftfeid (wie es fast immer der Fall ist) eine KrMte- 
funktion besitzt. 

Hier ergibt sicb nun ein enger Zusammenbang mit dem speziellen 
Integral der Eulerscben Gleicbung auf der Stromlinie, der Bernoulli- 
schen Gleicbung, von der wir festgestellt batten, da6 aucb sie fiir alle 
Punkte der Fliissigkeit gilt, w’enn die Fliissigkeit; in einem so groBen 
GefaB ibren Ursprung hat, daS die dort berrschenden Geschwindig- 
keiten praktiscb gleicb Null sind (die Bernoullische Konstante ist dann 
fiir aUe Stromlinien die gleiche). 

Fiir den stationaren Fall sind namlicb beide Gleichungen identiscb, 
d. h. fiir stationare Bewegungen einer vordem ruhenden homogenen, 
reibungslosen Fliissigkeit ergibt sicb dieselbe Beziebung, die wir friiher 
fiir den Spezialfall erhalten batten: dafi die sicb bewegende Fliissigkeit 
aus einem Gebiete stammt, in dem statische Verbaltnisse bestehen: 


X+P-C7=/(0. 

Man weiB jetzt also, daB eine Fliissigkeitsbewegung, bei der die Ber- 
noullische Konstante auf alien Strombnien die gleiche ist, eine Po- 
tentialbewegung und somit drebungsfrei ist. 

Fiir nicht stationare Bewegungen konnten wir die Integration der 
Eulerscben Gleicbung durcb Bildung des Linienintegrais auf einer 

^ o dx . Haben wir 

jedoch den Fall, daB die Fliissigkeit aus Gebieten kommt, in denen 
statische Verbaltnisse bestehen, so daB also die Bernoullische Konstante 
in der ganzen Fliissigkeit dieselbe ist, so konnen wir jetzt, nacbdem 
wir erkannt baben, daB es sicb dann immer um Potentialbewegungen 

(iu = grad #) bandelt, die Quadratur von J o dt ausfiihren: 


Stromlinie nicht durcbfiibren; es blieb das GHed J 


r 

J dt 


dx 


Jgrad #( 


dx 


d0 

dt 


Damit gebt aber die aus dem Linienintegral abgeleitete Losiing der 
Eulerscben Gleicbung iiber in die Gleicbung 


die wir die allgemeine Bernoullische Gleicbung nennen wollen. 
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Der beriiiimte Satz. von Lagrange, daS eine rotationsfreie Be- 
wegung einer homogenen reibungsfreien Fliissigkeit durch beliebige 
Kraftwirkungen eines (eine Ejraftefnnktion besitzenden) Kxaftfeldes nie 
eine Drehung erhalten kann, scheint nun mit der Erfabrung keineswegs 
ubereinzustimmen. Freiiich gibt es keine volikommen reibungslosen 
Fliissigkeiten, aber in vielen Fallen ist die Zahigkeit doch so klein, daB 
man sich fragt : Wie konnen so geringe Ursachen, wie es die ZaMgkeiten 
von Luft, Wasser usw. sind, so groBe Anderungen in den Bewegungs- 
vorgangen zur Folge haben, wie man sie beobachtet ? Die Antwort auf 
diese Frage ist die, daB der Lagrangesche Satz in weitestem MaBe tat- 
sachlich iiberall dort gilt, wo die Eeibungswirkungen vernachlassigt 
w^erden konnen, und das ist — wie wir ausfuhrlicher in Nr. 65 gesehen 
haben — im Innern einer Fliissigkeit der Fall, nicht aber in der diinnen 
Schicht langs der Begrenzungsflache der Fliissigkeit, in der die Rei- 
bungswirkungen auch bei sonst sehr wenig zaben Fliissigkeiten betracht- 
licb warden. Hier, wo die notwendige Voraussetzung der Eeibungs- 
iosigkeit aucb nicht annabernd erfiillt ist, gilt auch der Lagrangesche 
Satz nicht. Wie wir in Nr. 55 schon erwahnt haben, kann nun dieses 
Grenzschichtmaterial sich unter gewissen Umstanden von der Be- 
grenzungsflache loslosen, in das Innere der Fliissigkeit gelangen und 
dadiirch den Bewegungszustand der hier sonst nahezu reibungslosen 
Fliissigkeit vollstandig verandern. Es kommt hinsichtlich der Giiltig- 
keit des Lagrangeschen Satzes wesentlich darauf an, die Gebiete des- 
jenigen Fliissigkeitsbereiches festzustellen, in denen die Voraussetzungen 
der Eeibungslosigkeit, der Drehungsfreiheit und der Homogenitat der 
Fliissigkeit gelten. 

62. Die Bestimmungsgleichungen fiir die Potential- und fiir die Dnick- 
funktion. Kehren wir zur allgemeinen Bernoullischen Gleichung (2) 
zuriick, so haben wir — da 0 nooh der Kontinuitatsgleichung geniigen 
muB — unter der Annahme einer bekannten Kraftefunktion (Schwere- 
potential) zwei Gleichungen fiir 0 und P, aus denen wir 0 bestimmen 
konnen. 

^ div to + tu o grad ^ == 0 allgemeine Kontinuitatsgleichung , 
d 0 to^ « 

_ allgemeine Bernoullische Gleichung, 

wobei die Dichte allein eine Funktion des Druckes ist. 

Dividieren wir die Kontinuitatsgleichung durch q, und setzen wir 

div to == Fo to = Fograd 0 = V o V0 ^ 0, 

“ ^ ^ " grad 0 o grad p = 0 . 

Qut Q 


so ist; 


Potentialbewegung. 119 

Beriicksichtigt man nun, daB nach einer ailgemeinen Formel die 
Schallgeschwindigkeit 


ist, wo E den Elastizitatsmodui bedeutet, und daB anderseits 


ist, also wegen 


so erhalt man, da 


dV dQ 

E. — Ee = 2 

Q ~ dQ ^ 

d'Q ^ ^2^9 
Q dg' Q g 


ist, fiir die allgemeine Kontinmtatsgleicbung : 

at cr 




baben wir also unter Beriicksicbtigung von in = grad 0 zwei Gleicbungen 
fiir 0 und P, durch die jede drebungsfreie Bewegung einer bomogenen 
reibxmgsfreien Fliissigkeit, vorbebaltlich genugender Angaben iiber die 
Bedingungen an den Grenzen, eindeutig bestimmt ist. 

Dieses recbt kompHzierte Gleicbnngssystem vereinfacbt sich indessen 
in den folgenden speziellen Fallen bedeutend: 

1- fiir volumenbestandige Fliissigkeiten = konst.), 

2. fiir den Fall, daB die Gescbwindigkeit in sebr klein ist, 

3. fiir stationare Bewegungen 

a) bei groBen Abmessungen, aber maBig groBen Geschwindigkeiten, 

b) bei kleinen Abmessungen, aber sebr groBen Geschwindigkeiten, 

4. fiir das eindimensibnale Problem. 

63, Berecbnung der Potentialfimktion fiir volumenbestandige Fliissig- 
keiten. Die Kontinuitatsgleiebung lautet in diesem Falle 

diy in = = 0. (4) 


Da diese Gleicbung allein ^ entbalt, und anderseits durcb die Angabe 
von 0 das ganze Gescbwindigkeitsfeld gegeben ist, so laBt sich aus 
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= 0 unter Beriicksichtigimg der Grenzbedingungen an alien Grenzen 
der Fliissigkeit die gesamte Kinematik des Bewegnngsvorganges be- 
recbnen. 

Die allgemeine Bemonilisoke Gleichnng dient dann nnr nocb zur 
nacbtraglichen Berechnnng des Druckes, wobei die Fnnktion f{t) auf 
der rechten Seite der Gleichnng eindeutig bestimmt ist, sobald an irgend- 
einer Stelle der Fliissigkeit der Drnck vorgeschrieben ist. Dabei ist es 
notwendig, daB an samtlichen Grenzen der Fliissigkeit die Geschwin- 
digkeiten vorgegeben sind. Ist das nicht der Fall, wie z. B. beim Vor- 
kommen von freien Oberflachen, an denen keine Bedingnngen fiir die 
Gesch'windigkeiten gegeben sind, so laBt sich anoh nicht ans (4) allein 
die Bewegung bestimmen. Ebenfalls laBt sich in den Fallen, in denen 
die Bichte nicht konstant ist, die Teilnng des Eechnungsganges in die 
Bestimmiing der Bewegungsformen nnd in die Berechnung der Drncke 
nicht vomehmen. 

Die Gleichnng A0 = 0, die anch die Laplacesche BiEferential- 
gleichnng genannt wird, ist anBerordentlich hanfig behandelt worden, 
da sie anch in der Lehre von den elektrischen nnd magnetischen Kraft- 
feldem eine grnndlegende EoUe spielt. Sie bildet das eigentliche Gebiet 
der Potentialtheorie nnd der klassischen Hydrodynamik. Ba man sehr 
viele Losnngen von dieser Gleichnng kennt, nnd in der Literatnr^ 
darhber alles Nahere zn finden ist, woUen wir hier nicht naher daranf 
eingehen. Nnr eine Bemerknng wollen wir noch hinznfhgen: 

Haben wir bisher qnadratische Bifferentialgleichnngen fhr hydro- 
dynamische Vorgange als charakteristisch kennen gelemt (Enlersche, 
allgemeine Bernonllische Gleichnng), so tritt hier bei der Potential- 
bewegung einer volnmenbestandigen Fliissigkeit eine lineare Gleichnng 
in 0 anf. Bas schlieBt mm groBe mathematische Vereinfachnngen in 
sich, die dainit znsammenhangen, daB jede lineare Kombination parti- 
knlarer Losnngen wieder eine Losnng der Bifferentialgleichnng ist. Man 
erhalt auf diese Weise eine groBe Vielseitigkeit von Losnngen, wodnrch 
die Befriedignng der Grenzbedingungen wesentlich erleichtert wird. 

64. Berechnung der Potentialfunktion fiir den Fall, daB die Ge- 
schwindigkeit tu sehr Mein ist. Ist m so kleia, daB in der Kontinnitats- 

gleichnng ^ nnd in der Bernonllischen Gleichnng ^ als klein 

von zweiter Grdnnng vernachlassigt werden konnen, so bleibt fhr die 
Kontinnitatsgleichnng 


^ dt 


+ .40 = 0 . 


1 Lamb, H. : Lelirbhch der Hydrodynamik, nach der 3. englischen Anflage 
iibersetzt von J. FriedeL Leipzig 1907. 
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Nehmen wir ferner an, daB die betrachteten Fliissigkeits- bzw. Gas- 
abmessnngen nur so groB sind, daB wir die dnrcb das Kraftfeld be- 
dingten Jinderungen in der Dichte vernachlassigen kdnnen (so daB nnr 
Dicbteandernngen durch d 3 mamische Wirknngen zngelassen werden), 
so baben wir fiir die allgemeine BernouUische Gleicbung 

+ P = konst. 


Die Funktion f{t) baben wir dabei gleicb konst, gesetzt, da wir 
den Fall ausschlieBen wollen, daB der Druck im Innern der Flxissigkeit 
durcb axiBere Einwirknngen (etwa durcb einen von anBen bewegten 
Stempel an der Begrenzungsflacbe der Fliissigkeit) geandert wird. 

dP 

Differenzieren wir diese Gleicbung nacb t nnd setzen -gj = in 

die Kontinnitatsgleicbnng ein, so ergibt sicb: 


c^A0~ 


dt^ • 


(5) 


Dies ist aber die bekannte Differentialgleicbnng fiir die Scball- 
ausbreitnng eines bomogenen Mediums. Wir wollen bier die verscbie- 
denen Metboden der Integration dieser Gleicbung nicbt bebandeln, da 
in der Literatur iiber diesen Gegenstand alles Nabere nacbgelesen 
werden kann^. 

Nur auf ein Beispiel wollen wir kurz nocb eingehen. Eine Losung 
der Differentialgleicbnng (5) ist — wie man durcb Verifikation sofort 
erkennt — gegeben durch: 

^ ^ ^ 

Trobei die komplexe Schreibweise so verstanden werden soil, daB so- 
wobl der reeUe wie aucb der imaginare Teil von eine Losung 

der Differentialgleicbnng darstellt. 

Wir baben somit als Gescbwindigkeitskomponenten : 

ox 


Bilden wir: 
und 


1 Vgl. z. B. Bayleigli, Theorie des Soballes, II. Bd., Kap. XIII ti. f. 


d0 _ 

V = = 0 

dy 

d0 . 
w = -3— = 0 . 
dz 


A0= — 


di^ 
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so ergibt sich, wenn wir beide GroBen in die Differentialgieichung (5) 
einsetzen : 

( 2 yt\ 

d. h. fiir eine bestimmte Wellenlange X = — J 
ist also jS bestimmt durcb 

^ == ± c a . 


Wir haben somit die beiden Losungen: 


und 


0 ^ = 


die nach. rechts bzw. links mit der Geschwindigkeit c fortschreitende 
Wellen darstellen. Wir befinden uns im Gebiet der Akustik; alle 
Schallwelien, alle Tone haben die gleiche Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit. Es tritt also keine Dispersion ein, wie z. B. bei Lichtwellen in 
isotropen Medien oder wie bei Wasserwellen an der Oberflache. 

Die Kugel- und Zylinderwellen verlaufen ziemlich ahnlich wie die 
hier behandelten ebenen Wellen. tJber die Einzelheiten sei auf die Be- 
handlung in den Lehrbiichern der klassischen theoretischen Physik ver- 
wiesen. 

Hinsichtlich der Voraussetzungen, unter denen die Differential- 
gleichung (5) abgeleitet wurde, wiirde eine Beriicksichtigung von U, 
also eine Beriicksichtigung der Tatsache, daB bei sehr groBen raum- 
lichen Abmessungen die Dichte auch mit vom Kraftfeld abhangt, sich 
dahin geltend machen, daB c nicht konstant, sondern eine Funktion 
des Ortes wird. Besonders betonen wollen wir aber nochmals, daB (5) 
nur als eine Naherung aufzufassen ist fiir kleine Geschwindigkeiten, 
was bei den meist kleinen Schwingungszeiten auch immer kleine Wege 
bedeutet. Fiir Wellen mit endlichen Amplituden (wie sie bei Explosionen 
am Explosionsherd vorkommen) gilt die Gleichung nicht. Hier konnen 
Druckunterschiede von mehreren Atmospharen und Geschwindigkeiten 
gleich dem Vielfachen der Schallgeschwindigkeiten auftreten. Unter 
Nr. 65, b kommen wir nochmals kurz auf solche Vorgange zuriick. 

65. Die Potentialfunktion fiir stationare Bewegungen. Im stationaren 
Fall, bei dem die Ableitung nach der Zeit verschwindet, hat die Ber- 
noiiliische Gleichung. die Form : 


~ + P — £7 = konst . 


Bilden wir den Gradienten, und setzen wir den Ausdruck fiir grad P 
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in die Kontinnitatsgleichung (3) fur stationare Bewegungen, so erhalten 
wir als Gleichung fiir die Potentialfunktion 0 

■ toogradfc;- 

A0 + ^ 5^ = 0. (6) 

Wir unterscheiden nun zwei Falle: 

a) die Geschwindigkeiten sind maBig groB, so daB vernachlassigt 

werden kann; die raumlichen Abmessungen der betrachteten Fliissig- 
keit bzw. des Gases jedoch sind so groB, daB man die Dichteanderungen, 
hervorgerufen durch die Druckanderungen, die das eingepragte Kraft- 
feld (das Gewicht der Gasmasse) verursacht, beriicksichtigen muB. 

b) Die Geschwindigkeiten sind von der GroBenordnung der Schall- 
geschwindigkeit, die in Frage kommenden raumlichen Abmessungen der 
Fliissigkeit bzw. des Gases aber so klein, daB die Dichteanderungen 
durch das Gewicht des Gases vernachlassigt werden diirfen. 

Fiir den Fall a) vereinfacht sich die obige Gleichung zu 

A0 + tu o grad U = 0, (7) 

Dies ist somit die Kontinuitatsgleichung der homogenen freien 
Atmosphare, freilich nur insoweit, als die Erdrotation keine Rolle spielt. 
Mit Beriicksichtigung der Erdrotation, die bei wagerecht ,weit ausge- 
dehnten Gebieten unerlaBlich ist, geht die Drehungsfreiheit verloren, 
so daB die Behandlung mit Stromungspotentialen nicht mehr anwend- 
bar ist. Nehmen wir ein homogenes Schwerfeld an ( = konst. — gz), 
d. h. vernachlassigen wir die durch die Kugelgestalt der Erde bedingte 
Abnahme von g mit der Hohe ( 2 ), so haben wir 

c^A0-gy~ = O. {7 a) 

Diese Gleichung ist noch wenig behandelt worden. Der Grund 
dafiir liegt in den Einwendungen, die man von physikalischer Seite 
machen kann, insofern als die Zustandsanderungen der Atmosphare im 
allgemeinen nicht adiabatisch vor sich gehen, so daB die dabei auf- 
tretenden Schichtungen der Atmosphare der fur die Anwendung der 
allgemeinen Bernoullischen Gleichung notwendigen Voraussetzung der 
Homogenitat widersprechen. 

Immerhin lieBe sich fiir den Fall, daB man die Bewegung der adiaba- 
tischen Atmosphare in einem Gebiet maBiger Hohe untersucheh will, 
eine Naherung dadurch erhalten, daB man zunachst Volumenbestandig- 

keit annimmt und mit dem aus = 0 erhaltenen in (7 a) g 

d 01 

berechnet und die Gleichung A02^ g lost. Mit dem sich aus 
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dieser Gleichung ergebenden 02 kann man ~~ berechnen und ein 0^ 

bestimmen und so der Losung von (7 a) beliebig nabe kommen, voraiis- 

gesetzt, daB das Verfabren konvergiert und die Scbwierigkeiten bei der 

Erfiillung der Eandbedingungen iiberwunden werden kdnnen. 

riir den Fall b) bekommen wir als Differentialgleicbung einer kom- 

pressiblen Fltissigkeit jx?® 

to o grad — 

>4 ^ 


Wir nebmen dabei also an, daB in dem betracbteten Gebiet die Dicbte- 
anderung durcb Eigengewicbt vernacblassigt werden darf (bei der iltmo- 
spbare ca. 1% Abweicbung auf 100 m Hobendifferenz). 

Als ein Anwendungsgebiet dieser Differentialgleicbung baben wir 
z. B. den Fall, daB ein Gas aus einem Kessel unter bobem Druck (z. B. 
10 Atm.) durcb eine Offnung oder ein Robr ausstromt. Aucb in 
der Tbeorie der Dampfturbin'en treten abnlicbe Verbaltnisse auf, und 
gerade mit Riicksicbt auf die Vorgange bei Dampfturbinen ist diese 
Differentialgleicbung verscbiedentlicb bebandelt worden. 

Bilden wird den Ausdruck to o grad in Koordinatendarstellung 
urn, so ist / 


to 0 grad - 


(iu + iv + tw) o\ 
d fu^ 4- 


4- _j_ 

, 2 

_ 




Da ferner 


+ + ^ 


A0 

ist, so ergibt sich fur (8) 


du /_ 

u^\ 

, d u / 


'' 



1 - 


fdu 

, dw' 

\ UV) 






du , d.v 
dx dy 


+if(‘ 


du , dw\ vw 
dz Tyj l^ ' 


dv\ uv 
dx) c 
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Zu dieser Gleichung muS bemerkt warden, daB die Unabhangigkeit von 
der BernouUischen Gleichiing nur scheinbar ist, denn die Scballgeschwin- 
digkeit c ist eine Funktion des Bruckes bzw. der Dickte; durcb die Ver- 
bindung mit der BernouUischen Gleichung wird sie hier eine Funktion 
von w^). 

Beziiglich der Losung dieser Bifferentialgleichung kann man in den 
Fallen, in denen u, v, w maliig groE (jedenfalls kleiner als die Schall* 
geschwindigkeit) sind, durch sukzessive Approximation zum Ziel kom-. 
men. Zu diesem Zweck bestimmt man eine erste Naherung aus der 
volumenbestandigen Fliissigkeitsbewegung = 0 und berechnet dar- 
aus %, Vi, Wi, Mit diesen Werten geht man darauf in die Gleichung: 


c^A 02 = ul 


dui 

dx 



Hieraus laBt sich 0^ und damit bestimmen usw. Das Ver- 

fahren konvergiert im allgemeinen um so besser, je kleiiier to gegen- 
iiber der Schallgesehwindigkeit c ist. 

Haben wir jedoch Geschwindigkeiten, die gleich oder groBer als 
die Schallgesehwindigkeit sind, wie sie z. B. beim Ausstromen eines 
Gases aus einem Druckkessel auftreten konnen, so konvergiert das eben 
angegebene Verfahreh nicht mehr, und wir miissen andere. Methoden 
anwenden. 

Durch einen Kunstgriff ist es in diesem Falle moglich, die nicht- 
lineare Bifferentialgleichung (8 a) in eine lineare zu verwandeln. Wir 
kehren, um dieses zu bewirken, das Verhaltnis der abhangigen und 
der unabhangigen Variablen durch Einfuhrung einer Legendreschen 
Transformation um, so daB wir u, v, w als unabhangige und x, y, z als 

abhangige Variable haiben. Die Kla.mmerausdrucke usw. ent- 

halten dann die Unabhangige, und man bekommt eine lineare Differen- 
tialgleichung, deren Koeffizienten allerdings wieder Funktionen der Un- 
abhangigen sind. Ohne auf die Einzelheiten der Transformation hier 
liaher einzugehen, wollen wir nur noch bemerken, daB man nach der 
Art, wie solche Transformationen ausgefiihrt werden, an Stelle des 
Potentials zu einem Ausdruck 


W ux V y wz 0 

gelangt (symmetrisch in W und 0). In Verbindung mit 


30 30 

u == ^r— * V = ■ 


w ' 


30 

3z 


dx’ 3y ’ 

ergeben sich dann fiir die neuen Abhangigen 

dW 3W 3W 

^ : du ’ ^ dv ’ ^ dw' 
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Geht man mit diesen neuen Variablen in die Differentialgleichung 
(8 a) ein, so erhalt man die oben erwahnte lineare partielle Differential- 
gleichung fiir und zwar zeigt sich, daB die so erhaltene Gleichung 

von elliptischem Typ ist fiir | lu | < c 

und von hyperbolischem Typ ist fiir | St) [ > c . 

Physikalisch bedeuten die beiden Gleichungstypen volistandig ver- 
schiedene Stiomungsarten. Wir betrachten die Stromung langs einer 

Platte (zweidimensional), und 

_ — ■ , nehmen an, daB an irgend- 

^ — - — — ■ ^ einer Stelle dieser Platte sich 

eine , Unebenheit befindet, 
durch die die sonst glatte Stro- 

Abb. 68. strbmung liber eine Unebenheit einer Platte crpQtnrf. wirH ^Abh fig 

bei Unterschallgesch^ndigkeit; die Stoning klingt ab. gesi/orb wiia uo 

und 69). Ist die Geschwindig- 
keit kleiner als die Schallgeschwindigkeit, so glatten. sich die auBeren 
Stromlinien sehr rasch, und die Storung klingt nach auBen asymptotisch- 
ab (Abb. 68). Ist dagegen die Geschwindigkeit groBer als die Schall- 
geschwindigkeit, so pflanzen sich die Unstetigkeiten der Wand in voller 
Starke in das Innere der Fliissigkeit fort, ohne irgendwie abzuklingen 

(Abb. 69). Wir konnen so- 
mit feststellen, daB die mit 
Unterschallgeschwindigkeit 
stromende Fltissigkeit be- 
ziiglich Storungen ausglei- 
chend wirkt, wahrend die 
mit tJberschallgeschwindig- 
keit stromende Flussigkeit 
alle Wandstorungen in die Flussigkeit hlnein fortpflanzt. 

Wir wollen uns diese verschiedenen Eigenschaften der beiden Stro- 
mungsarten noch fur den Fall klarmachen, daB sich in einem festen 
Raumpunkt .d einer allseitig ausgedehnten Flussigkeit von der G^- 
schwindigkeit to ein punktformiger Storungsherd befindet. Eine momen- 
tane St5rung breitet sich nun in Form einer Kugelwelle aus, deren 
Mittelpunkt sich mit der Stromungsgeschwindigkeit m bewegt. 1st nun 
die Stromungsgeschwindigkeit < c, so hat nach einer Zeit r die Kugel- 
welle offenbar die in Abb. 70 gezeichnete Lage beziiglich A. Gehen 
vom Storungsherd nun dauernd Storungen aus, die man als schnelle 
Aufeinanderfolge momentaner Storungen auffassen kann, so erhalt man 
die in Abb. 70 dargestellte Kugelwellenschar. Wie man erkennt, ergibt 
sich eine Auswirkung der Storung nach alien Richtungen, allerdings 
nach verschiedenen Richtungen verschieden schnell. 



w/////////////w/////////////^^^ 


Abb. 6d. StrSmung liber eine Unebenheit einer Platte 
bei Oberschallgesch'Windigkeit; die Storungen pflanzen 
sich in das Innere der Flussigkeit unverniindert fort. 
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1st jedoch die Stromungsgeschwindigkeit > c, so ist die die Stoning 
fortpflanzende Kugelwelle nach der Zeit r in die Lage beztiglioli ^ ge- 
kommen, wie in Abb. 71 dargestellt. Bei dauernder Storung erfiillen, 
wie man ans Abb. 71 ersieht, die samtHchen Kugelflacben einen kegel- 
f ormigen Baum mit dem Punkt A 
als Spitze. Man erkennt, daB das 

Gebiet auBerhalb dieses Kegels / ^ / \ 

volHg frei von jeder Einwirkung / \ 

des Storungsherdes bleibt. Wie / / ^ ^ / \ \ 

sick aus Abb. 71 ergibt, bestimmt (If ^ /\ / \ 

sich der Winkel oc des Kegels aus [ 

der Beziebung \ V ' / 


Eine dauernde punktformige 
Storung breitet sich also in einer 

mit Unterschallgeschwindigkeit Abb. 70. Ausbreitung einer punktfbrmigen 
... , -T-iT. • 1 -I Storung bei TJnterschallgescb'windigkeit. 

stromenden Flussigkeit mit Schall- 

geschwindigkeit nach alien Seiten aus, wobei die Intensitat in einer Bich- 
tung proportional dem Quadrat der Entfernung vom Storungsherd ab- 
nimmt, wahrend die Wirkung der StSrung in einer mit t^Tberschall- 
geschwindigkeit stromen- __ 

den Fliissigkeit nur ein 
kegelformiges Gebiet er- 

fiillt uhd auf der Kegel- \ 

oberflache eine Intensitats- \ \ 

abnahme proportional der / \\ \ \ \ 

ersten Potenz der jx j — j.. | 

fernung vom Storungsherd P J / 

erfahrt. / / 

66. Bestimmung der / 

Potential! unktion f iir das / 

eindimensionale Problem. n. 

Wir wollen zum SchluB 

kurz auf die Vereinfach- \ 

nncTAn Ai'-ncrpliPn Hip ciipb Abb. 71. Ausbreitung einer punktformigen Storung 

ungen emgenen, cue sicn -oberschaUgeschwindigkeit. 

aus der Annahme ergeben, 

daB der Bewegungsvorgang eindimensional ist. Es ist dann also: 



A 

llO’C 1 

lo i 
1 


N V 


rvi 

1 1 

1 





V 1 

L . \ 

tn 

7 

- m Jv ^ 1 



0 [x, t) 


v = 0 , w 0 
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Die Bernoullische Druckgleichung geht damit fiber in; 

Fiir die Kontinuitatsgleichung erhalten wir : 

Q Ot OX Q OX 

Da wir wieder Homogenitat, d. h. alleinige Abhangigkeit der Dichte 
vom Druck, voraussetzen, so konnen wir schreiben: 

dQ dq dp 

Q dp g ’ 

anderseits ist nach der BernouUiscben Gleichung 

so daB die Kontinuittogleichung iibergeht in: 


Oder 


du\ do . du ( d^0 . « du\ do ^ 

\dt^ dt] dp dx , \ dxdt ^ dx) dp 


di^ ^ dx dxdt 



(d^Y 


' \dx) . 


Diese Gleichung laBt sich wieder durch Einfiihrung einer Legendre- 

d^ 

schen Transformation, fiir als neue Unabhangige neben t 

linear machen. Weitere Ausfiihrungen dieses Problems findet man bei 
Riemann^ 

67. Einige einfache Beispiele volumenbestandiger Potentialbewegungen 
Es handelt sich im folgenden also um Losungen von zl = 0. Wir 
stellen nun einfache Eunktionen von 0 auf, von denen wir durch Verifi- 
kation leicht erkennen, daB sie der Differentialgleichung zl 0 = 0 ge- 
niigen, und fragen uns, welcher Art die durch die Funktion 0 gekenn- 
zeichnete Stromung ist, wie die Stromlinien aussehen, welche Druck- 
verteilung wir haben usw. 

1. 0 =: ax -\-.hy cz, 

wo a, 6, c konstante GroBen oder auch Fiinktionen der Zeit sind. Wir 
haben somit : 



50 _ 


u = 

dx 

a 


d0 _ 


v == 

dy 

h 




w == 

dz 

c 


^ Riemann-Weber: 2, Bd. S. 507. 5. Aufl. (1912), Braunschweig. 
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d. h. der Geschwindigkeitsvektor m = i w + ji ist in jedem 
Punkte der Eliissigkeit derselbe; wir haben also eine Translation der 
Eliissigkeit. Nehmen wir a, 6, c auch unabbangig von der Zeit an, so 
haben wir den stationaren Eall und also gleichformige Translation. Da 
eine solche Bewegung durch. geeignete Wahl des Bezugssystems stets 
auf Ruhe transformiert werden kann, laBt sich in der Bernoullischen 

' 1. j. 


Gleiehung — + •“ 


_ — gzz=z konst, das Glied zum Eortfall bringen, 


so daB wir die Grundgleichung der Statik ~ — gz = konst, behalten. 

Sind a, 6, c von der Zeit abhangig, so konnen wir die allgemeine 
Bernoullisohe Gleichung 


-/(O 



to* P 

2 V e 

= /(i) 


d0 

da 

, db 

, dc 

^ dt 

“ '^~di 

+ ydi 


{ 

da . 

dh . 

dc\ 


~dij^ 


auch schreiben: 


wobei wir da nur von t abhtogig, in f {t) einbezogen haben. Es 

ergibt sich somit eine raumliche lineare Druckverteilung, die der Be- 
schleunigung des einzelnen Teilchens entspricht. 

^ „ a /w 

Bilden wir noch den Druckgradienten grad p = i + j[ + t , 

so erhalten wir 

■ i 

! .. /« da , '» dl) . ^ 

Fassen wir die drei GroBen a, 6, c als Kx)mponenten des Vektors a 
auf (a = i a “b j 6 + f c), so bleibt • 

V da 

gradp=e^. ^ ^ 

Eiir das Stromlinienbild erhalten wir axis dx : dy : dz a: b : c 


— == konst. Oder y ■ 
a ^ 


-X + konst., 


ebenso 


==: konst. 


konst. , 


d. h. die Stromlinien sind Gerade. * 

Eine translatorische nicht stationare Bewegung haben wir z. B. dann, 
wenn wir ein vollstandig mit Eliissigkeit gefiilltes GefaB parallel zu 
sich selber in irgendwie gekrumnaten Bahiien bewegen. Man erkennt 
hierbei auch den Unterschied der Stromlinien von den Bahnlinien. 
Wahrfend die Stromlinien — wie wir gesehen haben — ; gerade Linien 
- Tictjens, Hydromcchanik. 2. Aufl. « 9 
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Bind, haben die Babnlmien in diesem Fall die durch die krummlinige 
GefaBbewegung vorgeschriebene Gestalt. 

2. 0 == i (a + 6 3/2 + 02^) . 

Da J = a 4* b + <5 ist, haben wir in obiger Funktion eine Losung 
von Zl # = 0, wenn a >4 6 + c = 0 ist. Diese Bedingung kann anf ver- 
scbiedene Art erfiiUt werden; vdr betrachten als ersten Fall : 

a) 6 = — a,.c = 0 , also: 0 = — 

Ans der Unabhangigkeit von z geht hervor, daB wir es mit einer zwei- 
dimenaxonalen Bewegung zu tun haben. Aus der Potentialf unktion erhalten 
wir durch Differentiation nach den Komponenten die Geschwindigkeiten: 

u = ax, Vr=—ayy w=0. 

Fragen wir nach der 
Gestalt der Stromlinien, 
so ergibt sich 

dx 

Oder 
also 



Iny = hiC — hx X 
Abb. 72. Zweldlmeiwionale^ltolgkeltsstrSmTing gegen ©Ine oder delogarithmiert : 

a:. 2 / == konst. 

Die Stromlinien bilden somit eine Schar gleichseitiger Hyperbeln 
mit der x~ und ^-Achse als Asymptoten (Abb. 72). Wir konnen uns 
dieses Stromlinienbild deuten als die Stromlinien eines zweidimensio- 
nalen Stromes gegen eine Wand. In vielen Fallen kommt eine derartige 
Stromung als Teil einer umfangreicheren Fliissigkeitsbewegung vpr. 
Man kann hier fiir die Nabhbarschaft des Verzweigungspunktes der 
Stromung (eigentiich einer Verzweigungsgeraden) die Potentialfunktion 
in eine Potenzreihe entwickeln und, wehn das betraohtete Gebiet Mein 
genug ist, dieEeihe mit dem Gliede 2 . Grades abbrechen. Die Bewegung 
in der Nahe einer solchen Verzweigungsgeraden ist also durch das Strom- 
linienbild Abb. 72 gegeben. 

Fur die Verteilung des Druckes hat man im Fall der stationaren 
Bewegjing ^ , p 


■ + 


.(a.2 + + ^^ 0 . 


Q 2 ' • r ^ ‘ Q 

Bezeichnen wir den Druck im Punkt 0, im Staupunkt, mit so 
haben wir fiir diesen Punkt 
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und, da die Konstanten gleich sind, 

Pi - p = + y^). 

Wir erhalten somit als Kurven gleichen Druckes eine Scliar konzen- 
trischer Kreise. 

b) Als zwaitenPail der Bedingungsgleichung a -f 6 0 nebmen 

wir an 

b ~ a, e = —■2a, 

also 

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten ergeben sich dann: 

u ax 
V = ay 
w = —2az^ 


Als Gleicbung der Stromlinien erbalten wir somit 
dx: dy : dz = x: y : 2z, 

so daJB wir als Projektionen der Stromlinien auf die ar^Z-Ebene haben 


dx X 

dy y 


dx dy 


in a; = In y ^ 

Oder 

X = konst, ’y. 

Die Projektion der Stromlinien auf die a; ^-Ebene ist also eine Ge- 
radenschar durcb den Ursprung. 

Piir die Projektion der Stromlinien auf die a^z-Ebene ergibt sicb 
dx X j dx dz 


In a; = InO- 


z = konst., 

d. h. wir erbalten fiir die Projektion der Stromlinien auf die a:z-Ebene 
eine Schar kubischer Hyperbeln mit der x- und si-Achse als Asymptoten. 

"■ 9*'' ■ 
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Abb. 73 zeigt das Stromlinienbild, das wir uns rotationssymmetrisch 
zur z-Achse zu denken haben. 

Da iiir % = 0 auch tt) = 0 ist, so ist die rc^Z -Ebene eine mogliche 
Begrenzxingsflache der Stromung, die wir uns wieder als einen — ■ dies- 

mal rotationssymme- 








„Abb. 73. Dreidimensionale Fliissigkeitsstromung (Strahl) gegen 
' eine Platte. 


trischen — Strom deu- 
ten, der gegen eine nach 
alien Seiten unendHch 
ausgedehnte Ebene 
stromt, sichamPunktO 
staut und sich dort 
verzweigt. 

Auch in diesem Fall 
kann a eine Funktion 
der Zeit sein; da aber 
die Stromlinienglei- 
chung a nieht enthalt, 
so sind in diesem wie im vorigen Falle Stromlinien und Bahnlinien 
(desgleichen auch die Streichlinien) identisch. Der Einflufi der Ab- 
hangigkeit von der Zeit macht sich nur durch einen Faktor in den 
Betragen der Geschwindigkeiten geltend. 

' Fiir stationare Bewegungen ergibt sich als Druckverteilung : 

^ + 2/2 — 4 = konst. 

Q ^ 

Wir haben also als Flachen gleichen Druckes eine Schar von Ellip- 
soiden mit dem Achsenverhaltnis 1 : 1 : “ . 

Ist a eine beliebige Funktion von t, so ergibt sich aus der allgemeinen 
Bernoullischen Gleichung fxir die Druckverteilung 
"da 




%ldt 


(^2 yr__ 2z 2) 4- (a;2 + y + 4 ^ 2 ) I , 


wobei / (t) dadurch bestimmt wird, daB an einem Punkt der FMssigkeit 

ein vorgeschriebener Druck herrscht. Je nach dem Verhaltnis von 

kann man verschiedene Flachen konstanten Druckes erhalten; so istz. B. 

= - Za^z^ 

Q ' ' V 


... U/t* 




da 

da 
dt 


2o? 




a^(x^ -j- + z^) 

+ /) 


konst, auf Ebenen 
parallel der x, y- 
Ebene. 

p = konst, auf Kugeln. 

<p — konst, auf Kreis- 
zylindern mit Achse 
parallel der z-Achse. 
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68. Das Quell- und Senkenpotential. Wir betrachten die Funktion 

<|> == y , WO r = den Abstand vom Koordinatenursprung 

bedeutet. Da die Flachen 0 = konst, konzentriscbe Kugeln um den 
Ursprung sind und anderseits die Geschwindigkeit tt) = grad3> senk- 
recbt auf den Fiacben 0 = konst, steht, baben wir in diesem Fall nur 
radiale Gescbwindigkeiten : 


d0 b 



Fragen wir uns jetzt, ob die Funktion 0 = ^ die Differential- 

gleicbung A 0 = 0 erfiillt, so konnen wir, da A0 0 zugleich die 
Kontinuitatsgleicbung ist, die Frage dabin beantworten, ob die Kontinui- 
tat erfiillt ist oder nicbt. Bezeicbnen wir mit Q diejenige Flussigkeits- 
menge, die in der Zeiteinbeit durcb eine Kugeloberflacbe vom Radius r 
bindurcbflieBt, so ist 

Q = -- 4:7ib. 

Da diese Flussigkeitsmenge von r unabbangig ist, ergibt sicb, daB durcb 
jede Kugelflacbe die gleicbe Flussigkeitsmenge hindurcbfbeBt. Betrach- 
ten wir also ein von zwei Kugelflacben (r^ und rg) begrenztes Gebiet, 
so trittdn der Zeiteinbeit in die grdBere Kugelflacbe die gleicbe Fliisslg- 
keitsmenge ein, wie aus der kleineren Kugelflacbe aus, d. b, die Kon- 
tinuitat ist erfiillt. Man kann natiirlicb aucb durcb Bildung von 

d ^0 6^0 d^0 _ 

~dx^^ dy^ dz^ ^ ^ 

erkennen, daB die Summe dieser .drei partiellen zweiten Ableituiigen 
nacb den Koordinaten identiscb verscbwindet. 

Bei positiven Vorzeicben von h baben wir eine Stromung, die radial 
nacb innen gericbtet ist, bei negativem h eine entsprecbende Stromung 
nacb auBen. Nabert man sicb dem Punkt 0 mebr und mebr, so wacbsen 
die Gescbwindigkeiten umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent- 
fernung vom Ursprung. Der Puiikt 0 selbst bildet eine Singularitat, 
indem dort die Gescbwindigkeit unendlich groB wird und im Falle 
eines positiven Vorzeicbens von 6 die Menge Q ~ h dort sekund- 
lich verscbwindet und im Falle eines negativen Vorzeicbens von 6 die- 
selbe Flussigkeitsmenge entstebt. Pbysikaliscb ist das eine Unmoglicb- 

keit, und die Potentialf unktion = — ist also nur soweit der Ausdruck 

fur eine Flussigkeitsstromung, als das Gebiet der wirklicben Fliissig- 
keitsbewegung den singularen Punkt 0 nicbt entbalt. 

Hat h positives Vorzeicben, so bezeicbnen wir den Punkt () als eine 
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Abb. 74. Stromung dutch ein kleines Loch 
einer ebenen Platte (Senkstromung). 


Senke; hat b negatives Vorzeichen, so sprechen wir von einer Quelle 
in 0. ' 

Die Anwendung dieser Potentialfunktion ist sehr mannigfaltig. Man 
kann z. B. in erster NaKerung die Stromung durch ein kleines Loch in 

einem ebenen Boden (Abb, 74) durch die Funktion 0 = ~ darstellen, 

sofern man die nachste Umgebung 
des Loches von der Betrachtung aus- 
nimmt. Fiir das iibrige Gebiet hat 
das Loch im ebenen Boden die Wir- 
kung einer Senke, wobei der Druck 
sehr stark mit der Annaherung an das 
Loch abnimmt. Denn, da der Druck 
sich mit dem Quadrat der Geschwin- 
digkeit todert, diese jedoch wieder der 
Entf ernung vom Loch quadratisch urn- 
gekehrt proportional ist, ergibt sich eine Druckabnahme mit der vierten 
Potenz des Abstandes vom Loch. Fine Naherung an das Loch um die 
Halite der Entferniing ergibt also eine IGfache Vermehrung des 

Unterdruckes. Die Stromlinien sind 
— abgesehen von der naheren 
Umgebung des Loches — Radien, 
so dafi auch die Girenzbedingung, 
daB an der festen Wand die 
Normalgeschwindigkeiten ver- 
schwinden mussen, erfullt ist. 

Ebenso lassen sich Stromungen durch einen Hohlkegel darstellen 
(Abb. 75). Da die sekundliche Flussigkeitsmenge durch alle Querschnitte 
die gleiche sein muB, ergibt sich auch bier, daB die Geschwindigkeit 

umgekehrt proportional der zweiten Po- 
tenz der Entf ernung von der Eegel- 
spitze ist. 

69. Darstellung von Strdmungen um 
Rotationskorper dutch Annahme von 
Quellen und Senken. Wir gehen jetzt zu 
einer weiteren Atiwendung des Quell- 
bz w . Senkenpotentials iiber , die von 
Rankine stammt, und betrachten zu 
dem Zweck die Wirkung eines sich bewegenden Rotationskorpers auf 
die den Korper umgebenden Plussigkeitsteilchen. 

Der vorn abgerundete Korper schiebt, wie in Abb. 76 dargestellt, 
bei seiner Bewegung die Fliissigkeitsteilchen nach alien Seiten heraus, 
gleichsam als ob im Innern des Korpers eine Quelle vorhanden ware, 



Abb. 76. Stromung dutch einen Hohlkegel. 



Abb. 76. Stromlipien am abgerundeten 
Vorderteil eines sich durch ruhende 
Fliissigkeit bewegenden Korpers (nicht 
statlonare Stromung). 
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wobei diese Quelle sich daiiernd mit der Geschwindigkeit des Korpers 
Yorwarts bewegt. Betrachten wir den entsprecbenden stationaren Vor- 
gang, d. b. lassen wir die Fliissigkeit gegen den mit dem Bezugssystem 
rubenden Korper fbeBen, was in den Formebi durcb tJberlagerung 
einer gleicbformigen Stromung ==z ax) erreicbt wird, so erhalten wir 
das uns bereits bekannte StrbmHnienbild Abb. 77. Die Stromung wird 
Torn am Korper auseinandergebogen und zwar um so starker, je naber 

sicb die Fliissigkeitsteilcben an dem — — ' 

Korper befinden. — — " .II..:!!' 

Es ergibt sicb nun bei naberer Be- — ■ ^ 

traobtung, daB die tJberlagerung der ] 

Quellstromung mit der konstanten [ 

gegen den Kdrper fbeBenden Stro- ' - ' ' — ^ 

mung ein StromUnienbild ergibt der- ^ : - ' ^ 

artig, daB die gesamte der Quelle Abb. 77. stromung um den abgeruiideten 
entstammende Fliissigkeit gerade im 
Innem des Korpers bleibt (Abb. 78). 

Sorgt man nocb durcb Anbringen von Senken am binteren Teil des 
Korpers dafur, daB genau alles der Quelle entstammende Flussig- 
keitsmaterial bier wieder versohluckt wird, so bleibt von der Wir- 
kung der Annabme der Quellen und Senken nur die deformierende 
Wirkung auf die gegen den Korper anstromende Fliissigkeit iibrig. 
Auf diese Weise konnen wir mit Hilfe der Potentialfunktionen verbalt- 
nismaBig einfach die Stromung ^ » .. 


um einen Rotationskorper be- ■ 

recbnen. AuBer einer einzelnen ' 

punktformigen Quelle bzw. Senke j 

kann man aucb mebrere der- — ^ ^ c 

selben annebmen oder aucb eine / \ 

stetige (oder unstetige) Quellen- A/ , 

und Senkenverteilung. ' ■ " 

Durcb die verscbiedensten An- — 

nabmen tiber die Verteilung der einer ParaiieistrSmung. 

Quellen und Senken auf der S 5 nn- 

metrieacbse des Korpers (nur Stromungen um acbsensymmetriscbe 
Korper konnen mit diesen Metboden bebandelt werden), laBt sich 
eine groBe Mannigfaltigkeit von umstromten Korpern bilden. Es ist 
dabei — wie scbon gesagt — nur notwendig, daB die Gesamtheit der 
Senken gerade diejenige Flussigkeitsmenge wieder aufnimmt, die den 
Quellen entstromt ist. 

Wir wollen als Beispiel den Fall einer punktformigen Quelle etwas 
naber verfolgen. Als Potentialfunktion, die sicb aus der tlberlag^rung 
der gleicbformigen Stromung 0^ =^ ax und der Quellstromung 
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^2 == ““ “ ^rgibt, haben wir somit 

0 .= 03 ^ -f- 02 


r = ']j 
ist. 

Auf der Symmetrieachse, d. h. fiir y = ;s = 0, ist fiir negative Werte 
fiir X (r — I a; I ist bier = — a; zu setzen) 


0 ~ ax + 


mithin 


Die Geschwindigkeit ist also gleich Null fiir 




Es kann offenbar nur das negative Vorzeicben gelten, also 


0 fiir X 


-il- 


d. h. in der Entfernung — |/~ von der Quelle haben wir den Staupunkt 

der Stromung (Abb. 78). Fiir kleinere negative Werte von a; haben 
wir Geschwindigkeiten nach links; hier iiberwiegen noch die der Quelle 
entstammenden Geschwindigkeiten die gleichformige Geschwindigkeit, 
bie mit wachsendem —a? der durch die Quellstromung bedingte Anteil 
immer mehr abnimmt und schlieBlich mit groBer werdender Ehtfernung 
von der Quelle qLuadratisch nach Null konvergiert, so daB hier nur die 
Parallelstromung bleibt. 

Fiir positive Werte von a; ist r ==: + x zu setzen und daher 

0 == ax — ~ 


d. h. rechts von der Quelle sind die Geschwindigkeiten immer nach 
rechts gerichtet mit dem Grenzwert a fiir x = oo . 

Es lassen sich nun aus dem Potential 0 = ax die einzelnen 
Stromlinien, berechnen uhter Beriicksiohtigung von dx:dy:dz = u:v: w. 

Bestimmt man die Stromlinien durch den Staupunkt ai: = so 
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ist diese Stromlinie offenbar die Kurve oder, raumlicb betrachtet, die 
Rotationsflache, welche die aus der Quelle entstammende Flussigkeit 
von der mit der Geschwindigkeit a stromenden Parallelstromung trennt. 
Diese Rotationsflacbe verhalt sich somit wie ein fester Korper, gegen 
den eine Parallelstromung mit der Geschwindigkeit a flieBt. 

Bezeichnen wir mit den Durchmesser dieses zylindrischen Korpers, 
so ist offenbar in geniigender Entfemung von der Quelle die durch 

den Zylinderquerschnitt sekundlich fHeBende Menge Q == — a. Da 

diese Flussigkeit vollstandig del Ciuelle entstammt, und anderseits die 
Ergiebigkeit der Quellstromung gieicb Q=^47tb ist, so ergibt sicb 



d. h. die Quellintensitat 6 muB bei Annahme einer punktformigen 
Quelle und einer Geschwindigkeit a der Parallelstromung gleich 

a genommen werden, wenn man eine Stromung um einen (vorne 

geeignet abgerundeten) zylindrischen Korper vom Durchmesser d 
erhalten will. Die Entfemung der Quelle vom vordersten Puiikt war 

; mit obigem Wert von b ergibt dies . 

Eine besonders einfache Darstellung zur Bestiihmung der Strom- 
linien um derartige dutch Quellen und Senken gegebene Rotations- 
korper erhMt man folgendermaBen: Wir betrachten eine rotations- 
symmetrische Stromflache und sagen aus, daB diese Stromflache einen 
Fliissigkeitsstrom enthalten muB, der sich aus der aus dem Unendlichen 
kommenden Menge und den links von der betrachteten Stelle befind- 
lichen Quellen zusammensetzt. Betzen wir diese Stromungsmenge 
konstant, so bleiben wir offenbar auf einer Stromflache. Mit Ein-* 

fiihrung von Zyjinderkoordinaten (a; und r, wo r = z^) muB also 

ri ■ ' 

fxir jeden Schnitt senkrecht zur Symmetrieachse.J’ 27z r dr u ^ -j- 

algebraische Summe der sekundlichen Quellmassen links vom Schnitt 
gesetzt werden, damit auf einer Stromlinie (bzw. Stromflache) liegt. 
Fiir verschiedene erhalten wir somit verschiedene Stromlinien. 
Speziell = G gibt dann diejenige Rotationsflaohe, welche die Quell- 
stromung von der Parallelstromung trennt, d. h. die Kontur des festen 
Korpers. 

Diese Methode ist weiter ausgebaut und besonders auf luftschiff- 
artige Korper angewandt von G. Fuhrmann Es wird in dieser Arbeit 

1 Fuhrmann, Theoretische und experimentelle Untersuchungen an 
Ballonmodellen. Diss. Gottingen (1912), Jahrb. d. Motorluftscbiff-Studiengesell- 
schaft Bd. 5; S. 63, 1911/1^^^ 
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unter Annahme von verschiedenartig stetig verteilten Quellen und 
Senken eine Reihe von Rotationskorpern untersucht und 'dabei auBer 
den Stromlinien auch die Druckverteilung berechnet und mit experi- 
menteil bestimmten verglichen. In Band II kommen wir bei der Be- 
handlung des Widerstandes auf die Ergebnisse dieser Arbeit nochzuriick. 

70. Stromung um eine Kugel, DipoL Lassen wir jetzt die Entfer- 
nung zwiscben Quelle und Senke allmablich kleiner werden, so wird 
der dadurch gegebene umstromte Korper mehr und mehr eine gedrun- 
gene Gestalt bekommen, und wenn wir die Ergiebigkeit der Quelle 
und Senke konstant ^(entgegengesetzt gleich) annehmen, so wird der 
durcb die Quelle und Senke dargestellte umstromte Korper im gleicben 
MaBe kleiner, wie der Abstand zwiscben Quelle und Senke geringer 
wird, bis er im Grenzfall, wo Quelle und Senke zusammenfallen, ver- 
schwindet. 

Wollen wir bei dem Grenziibergang der Entfernungsabnahme der 
Quelle von der Senke auf den Abstand Null einen endlichen Korper 
bebalten, so miissen wir die Intensitat der Quelle und Senke im gleicben 
MaBe zunebmen lassen wie ibr Abstand sicb verringert. Nabert sicb die • 


Quelle der Senke in der a;-Ricbtung bis auf A x, so hat 

man als Ausdruck fur die Intensitatssteigeruug gemaB dieser Ent- 
fernungsabnahme: h h 


0 =. 




Oder, wenn wir 


Jx 


setzen, 



0=. 


02 — 
Ax 


Da nun ^2 =^i(x -- Ax^y, z) ist, so haben wir im Grenzfall, 

daB Quelle und Senke zusammenfallen, 


0 






Ax 


dx 


Mithin, da 0 nur von r abbangt, 

^ ^ — A. ^ ^ 

dx dr dx dx 

und da 


0 


dr 


, und daber = 




ist, 


h X 
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wenn x === r cos 9 ? gesetzt wird. Hiermit haben wir 0 in Polarkoordinaten 
r und 99 ansgedriickt. Man nennt 0 die Potentialfunktion eines Dipoles. 

Fiir die Radialgesebwindigkeit in einer bestimmten Richtung 9 ? 
baben wir 


w, 




26 

-^C08 9?. 



Betrachten wir eine Kugel vom 
Radius so ist die Radialgeschwin- 
digkeit auf ihrer Oberflache 

= konst. ’ cos 99 , 

d. h. fiir 99 zwischen 0 ® und 90® (bzw. 

270 ® und 360 ®) baben wir negative und 
fur 99 zwiscben 90® und 180® (bzw. 180® 
und 270®) positive Radialgescbwindig- 
keiten (Abb. 79). 

Wenn wir anderseits einer Kugel 
vom Radius eine Geschwindigkeit 
— a (parallel der 09 - Acbse in negativer Abb. 79. Dipoi. 

Ricbtung) erteilen, so mussen off enbar 

an der Oberflacbe der Kugel die Normalkomponenten der Gescbwin- 
digkeit der Pllissigkeit gleicb der des festen Korpers sein, d. b. 
gleicb — a-cos 99 - (Abb. 80). Beriicksicbtigen wir jetzt die ftir das 
Potential eines Dipoles abgeleitete Formel der Radialgescbwindigkeit 

in der Entfernung vom Ursprung : w^~ — cos 99 = konst. • cos 99 , 
so ist - das Geschwindigkeitsfeld unseres Poten- 
tials 0 — •^cos 9 ? bewegten Kugel 

identiscb {da die Randbedingung befriedigt ist), 
wenn die Gescbwindigkeit der Kugel — a = — 

genommen wird. Da die Konstante 6 in der be- 
tracbteten Potentialfunktion nocb zur f reien Ver- 



fugung stebt, also b == 
baben wir in 


gesetzt werden kann, 


Abb. 80. Bewegung einer 
Kugel mit der Gescbwin- 
digkeit a von rechts nach 
^ links.: ■ " 


das. Potential einer Plussigkeitsbewegung, wie sie sicb ergibt, wenn 
eine Kugel vom Radius mit der gleicbformigen Gescbwindigkeit — a 
bewegt, wird. Wie wir erkennen, nebmen die Gesobwindigkeiten in einer 
bestimmten Ricbtung 9 ? sebr rascb, namlicb mit der dritten Potenz 
der Entfernung vom Mittelpunkt, ab. 
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Wollen wir jetzt die Potentialfunktiori einer Stromung um eine 
stillstebende-Kugel bilden, so haben wir der zuletzt betrachteten Stro- 
mung eine Parallelstromung 0 = ax zu superponieren, so daB wir 
- erbalten: 



Da die ELugel jetzt reiativ zum Bezugssystem ruht, miissen die 
Radialgeschwindigkeiten an der Kugel, d. h. fiir r = verschwinden ; 
im Einklang damit ergibt sick aus,jder letzten Gleichung fiir 0 



tungslos; es bleibt als Potential r cosq^j d, h. Parallelstromung. Die 
analytische Fortsetzung der Stromung im jnnern der Kugel ergibt sich 
aus Abb. 82 ; hier ist der zweite Term der Gleichung (9) von xiber- 
wiegender Bedeutung. \ 

Dafi die wirkliche Stromung einer Pliissigkeit urn eine Kugel — auch 
wenn wir die Zahigkeit der Plussigkeit nach Null abnehmen lassen — 
fiir den stationaren Pall anders aussieht, und daB durch die ablosende 
Grenzschicht das Stromungsbild wesentlich geandert wird, haben wir 
in Nr. 55 schon erwahnt. Wenn sich aber die Fliissisckeit als Potential- 
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stromung bewegt (wie z. B. beim Strbmungsbeginn aus der Bube), 
dann ist ihr Potential durch (9) gegeben und das Stromlinienbild bat 
die in Abb. 81 dargestellte Gestalt. 

Fxir Botationskorper der verscbiedensten Gestalt, so z. B. auob fiir 
den in Abb. 83a gezeicbneten Korper laBt sicb die Potentialfnnktion 
dnrcb eine entsprecbende Verteilung der Quellen und Senken auf- 
stellen, nicbt aber mebr fiir Korper von der in Abb. 83 b angegebeben 
Art. Hier ist die Kriimmung am Staupunkt zu gering und an der brei- 
testen Stelle zu stark. Die Kugel bildet in dieser Beziebung den Grenz- 
fall, der sicb gerade nocb mit der Metbode der Quellen tind Senken 



Abb. 83a. Eotationssymme- Abb. 83b. Rotationssyiame- 

trischer Korper, deasen Stro- triacher Korper, bei dem das 

mungaf orm sich mlt den Metho- nicht mehr mSglich ist. 

den der Quellen und Senken 
gerade nocb bebandeln lafit. 

bebandeln laBt. Eiir Korper von der Form 83 b kann die Berecbnung 
der Potentiale durcb Hinzunabme von Wirbelringen zu den Quellen 
und Senken ermoglicbt werden. 

71. Das Potential eines geraden Wirbelfadens. Wir betracbten als 
letztes Beispiel einer Potentialfnnktion in diesem Kapitel die Funktion 

0 =z c<py 

wo cp den Winkel einer Ebene durcb die z-Acbse mit der Xy z-Ebene 
bedeutet. Das Potential ist also unabbangig von z und in alien zur 
Xy 2 /-Ebene parallelen Ebenen das gleicbe. Wir baben biermit ein Bei- 
spiel fiir das sogenannte ebene Problem, mit dem wir uns im folgenden 
Kapitel nocb eingebend bescbaftigen werden. 

Die Flacben konstanten Potentials bilden ein Ebenenbiiscbel und 
also dessen Projektion auf die a;, ^/-Ebene ein Geradenbiiscber durcb 
den Ursprung. Als Stromlinien ergeben sicb die zur Z-Acbse konzen- 
triscben Kreise; es ist die Badialgesobwindigkeit = 0 und die zu 
den Badien senkrecbte Gescbwindigkeit 

30 c 

^ rd<p r * 

DaB bei einer Stromung dieser Art die Kontinuitat gewabrt wird, ist 

y 

unmittelbar einzuseben; im -iibrigen kann man aucb ^ = arctg~ 

setzen xmA A 0 bilden; man erkennt dann unscbwer, daB A0 identiscb 
verscbwindet. 0 = ctp ist daber eine Potentialfunktion der bier beban- 
delten Art, die allerdings ira Ursprung einen singularen Punkt besitzt. 
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Eine derartige Bewegungsform nennt man einen WirbeL-Die Ge- 
schwindigkeit in jedem Puiikt hat die Richtung senkrecht zum Radius- 
vektor durch diesen Punkt und ist dem Betrag nach nmgekehrt pro- 
portional der Entfernung vom Ursprung, 

Das Potential 0z=c (p hat jedoch eine erwahnenswerte Eigen- 
tiimlichkeit: Bei Znnahme des Winkels q> von 9 ? = 0 ab wachst das 
Potential dauernd, bis es fiir <p = 27t den Wert 27tc besitzt, Eine weitere 
Umkreisung des XJrsprungs bringt eine weitere VergroBerung des Po- 
tentials nm den gleichen Betrag 2jrc. Wir haben es hier mit einem 
sogenannten mehrdeutigen Potential zu tun. Eragen wir uns, wie denn 
eine solche Bewegung, deren Potential mehrdeutig ist, iiberhaupt ent- 
stehen kann, so ergibt sich aus der allgeiheinen BernouUischen Glei- 


d0 


chung wegen der Mehrdeutigkeit von eine Mehrdeutigkeit des 

Druckes, was physikalisch nicht mdglich ist. Wir mussendaraus schlieBen, 
daB eine Bewegung, wie sie durch das mehrdeutige Potential 0 = c <p 
gekennzeichnet ist, zwar weiterbestehen kann, wenn sie einmal vor- 
handen ist, aber ihre Entstehung aus der Ruhe heraus erscheint un- 
moglich. Es gibt aber doch einen Weg sie zu erzeugen, wobei allerdings 

der von der Stromung eingenommene.Raum 
zeitweilig durch einen festen Korper zer- 
trennt werden muB. Denken wir uns ein 
diinnes Blech in einer Pliissigkeit schnell 
auf eine kurze Strecke beschleunigt, so 
haben wir auf der einen Seite des Bleches 
den Druck und auf der anderen Seite 
den Druck ^ 352 moge. Dieser 

Druckunterschied bewirkt nun ein Strom- 
linienbild in der Art, wie es in Abb. 84 dar- 
gestellt ist. Denkt man sich jetzt plotzlich das Blech senkrecht zur 
Pliissigkeitsoberflache herausgezogen, so gleicht sich der Druck aus, 
und man hat als Stromlinienbild genahert eine Schar konzentrischer 
Kreise. 

Bilden wir in der Stromung mit dem Potential 0 = cep das Linien- 
integral der Geschwindigkeit langs einer den singularen Punkt voll- 



Abb. 84. Bildung eines Wirbels 
in einer reibungslosen Flussig- 
keit. 


staridig umschlieBenden Kurve, so erhalten wir gemaB dem Obigen 


§ to odx = 0{27t) — 0{O) = 2nc.. 


Dieser Ausdruck, den wir mit T bezeichnen wollen, heifit die Zirkulation. 

72. UnterscMed einer Potentialbewegnng mit Zirkulation von einer 
drehenden Flussigkeitsbewegung, Bewegung mit Rotation. Wie konnen 
Wir nun von der in der vorigen Nr, behandelten Fliissigkeitsbewegung 
urn einen Wirbel behaupten, sie sei eine Potentialbewegung, da doch 
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eine Potentialbewegung und drehnngsfreie oder wirbelfreie Bewegung 
identisch ist ? Das wird daduroh Terstandlicb, da6 der Begriff der 
drehungsfreien Pliissigkeit sich axif die Drehung Jedes einzelnen Fliissig- 
keitsteilohens beziebt und, so definiert, ist allerdings die in Nr. 71 
betracbtete Miissigkeitsbewegung — bis auf den singularen , Punkt 
^ :r=: 0 — ^ wie wir sehen werden „drebungsfrei‘‘ . Um dies zu erkennen, 
betracbten wir in Abb. 86 ein jjfliissiges ^ \ I 

Stabchen'V in der unter a) angegebenen 
Lage. In dem Zeitelement dt legt das 
Plussigkeitst^ilcben denWeg w^^dt zuriick, 
wobei es sich um den Winkel 

, Wwdt c 

dreht. Verfolgen wir anderseits ein Fliis- 
sigkeitsteilchen in der unter b) angegebe- kZiriS? 

non Lage, so dreht es sich bei seiner Be- ohmtom to^iaem rotationsfrejen 

® _ rr • 1 T / -I T GeBchwindlglieitsfeld. 

wegung m dem Zeitelement dt (da die 

Geschwindigkeit an dem zum Ursprung naher gelegenen Teil grofier 
ist als die an dem weiter entfernten Teil) um den Winkel 



d(p'^ 


dwcp 

dr 


drdt 


dr 


dv)<p 

dr 




Man erkennt also, daB, wenn die eine Achse des Flussigkeitsteilchens 
sich um einen gewissen Winkel dtp dreht, sich die dazu senkrechte Achse 
um denselben Winkel nach der entgegen- 


gesetzten Seite dreht, so daB der resultie- 
rende Mittelwert der Drehung Null ist: 




+ == 0 . 

. • ' Abb. 86. Bewegung eines Hiissig- 

keitsteilchenB von der Borin eines 
Zieht man in Abb. 86 in das Fliissig- Kxeuzes in elnem rotationsfrelen 
- .. , . , T • Geschwindigkeitsfeld. 

keitskreuz m beiden Lagen zwei um 45'^ 

gegen die stabformigen Fliissigkeitsteilchen geneigte Geraden, so 
bleiben sich diese Geraden bei der Bewegung parallel; es gibt also 
bei der Deformation, die das Flussigkeitsteilchen bei seiner Bewegung 
erfahrt, zwei sich parallel bleibende Achsen, das bedeutet ,aber, daB 
die Bewegung drehungsfrei ist. 

Bildet man das Linienintegral f tu o cZx iiber eine geschlossene 
Kurve, die den singularen Punkt nlcht einschlieBt, so verschwindet 
es uberall. Enthalt die Kurve, langs der das Integral genommen wird, 
jedoch den singularen Punkt, so ergibt sich dafiir der Wert 27zc Wah- 



144 


Dynamik’der reibimgslosen Fliissigkeiten. 


rend bei einer Potentialbewegung ein geschlossenes Limenintegral in 
der Regel verschwindet und nur dann von Null verschieden ist, wenn 
es einen singuiaren Punkt der besprochenen Art im Innern des geschlos- 
senen Integrationsweges enthalt, ist bei drehenden Pliissigkeitsbewe- 
gungen, d. i. bei Bewegungen mit nicht verschwindender Rotation, 
das Limenintegral langs einer beliebigen geschlossenen Kurve im alL 
gemeinen liberall von Null verschieden. Die GroBe des Linienintegrals 
gibt hier — wie wir auch in Nr. 45 gesehen haben — geradezu ein 
MaB fur die Rotation oder die Drehung der Flussigkeitsbewegung. 

73, Deutung des Potentials als StoBdruck. Die allgemeine Bernoulli- 
scjbe Gleichung fiir nicht stationare Bewegungen volumenbestandiger 
Piussigkeiten lautete 


80 

dt 




Nehmen wir jetzt an, daB der durch diese Gleichung gekennzeichnete 

Bewegungsvorgang aus der Ruhe heraus durch einen stoBartigen Druck 

, her^ sei, so sind im betrachteten ersten Augenblick die 

8 to - 

Beschleunigungen groB gegeniiber den Gliedern m o F in, und eben- 

falls sind die stoBartigen Druckgradienten groB gegen die Wirkung der 
Schwerkraft. In der allgemeinen Bernoullischen Gleichung iiberwiegt 
8 

ebenso der Betrag von weit die Betrage von -y und U. Bilden wir 

to^ 

also unter Vernaehlassigung von und U das Zeitintegral iiber die 
Bauer des StoBes, so ergibt sich 


0 ■ 

wo t die Bauer der StpBwirkung bedeutet. Berucksichtigen wir noch, 
daB /(^) nur die Bedeulung hat, daB in einem vorgegebenen Punkt ein 

vorgesehriebener Druck besteht, so ist r/(^) ~ konst. Ferner ist 




Ba nach unserer Annahme die Fiiissigkeit vor dem StoBe in Ruhe 
war, ist — konst Wir erhali^en somit : 

+ — ( 10 ) 

0 
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Bas Integral J das die zeitliche Gesarntwirkung der Drucke 
0 

in dem Intervall von 0 bis t bedeutet, ist ein MaB fiir die GroBe des 
„StoBdruckes“. 

Aus (10) lafit sick die GroBe des StoBdruckes berecbnen, durch den 
eine Potentialbewegung mit dem Potential 0 hervorgebr-acht werden 
kann. Da der Druck ranmlicb stetig verteilt ist, muB es auch das Po- 
tential sein, d. h. durcb stoBartige Druckwirkungen lassen sich keine 
unstetigen Potentiale erzeugen. Ebenfalls folgt aus der Eindeutigkeit 
von p diejenige von 0, d. h. durch stoBartige Druckwirkungen lassen 
sich auch keine Bewegungen mit Zirkulation hervorbringen. 

Die obige Gleichung (10) ergibt nun eine anschauHche Deutung der 
PotentiaHunktion. Haben, wir irgendeine beliebige stetige Potential- 
stromung vor uns, so konnen wir das mit der Dichte multiplizierte 
Potential dieser Eliissigkeitsbewegung auffassen als den StoBdruck, 
der notig ware, eben diese Potentialbewegung zu erzeugen. Auch bei 
den Strahlvorgangen — d. h. bei Potentialbewegungen mit unstetigen 
Potentialen — konnen- wir die gleinhe Deutung des Potentials vor- 
nehmen, wenn wir an Stelle der Unstetigkeitsflachen feste Wande 
setzen. 


XI. Ebene Potentialbewegung. 

74. Der Real- und Imaginarteil einer reellen analytisehen Funktion 
komplexen Argumentes als Losung der Laplaceschen Dilferential- 
gleichung. Wenn auch ebene, d. h. zweidimensionale, Bewegungsvor- 
gange in stronger Form in Wirklichkeit kaum vorkommen, so lassen 
sich doch viele PlussigkeitSbewegungen — wenigstens gewisse Bereiche — 
angenahert als ebene Bewegungsvorgange betrachten. Die besondere 
Bevorzugung des ebenen Problems, wo immer es als Naherung an den 
wirklichen Stromungsvorgang angesehen werden kann, Hegt in der 
reichen Anwendungsmdglichkeit der mathematischen Analysis. 

Die Vereinfachung der mathematischen Behandlung riihrt nun im 
wesentlichen nicht davon her, daB wir beim ebenen Problem statt der 
drei unabhangigen Ortsvariablen derer nur zwei besitzen (diese Ver- 
einfachung gilt auch fiir rotationssymmetrische Bewegungsvorgange), 
sondern sie hangt damit zusammen, daB — sobald der Vorgang nur 
voii zwei kartesischen Kpordinaten (.r, y) abhtogt -r- sowohl der reelle 
wie der imaginare Teil einer jeden aiialytischen Funktion des komplexen 
. Argumentes {x + iy) der Laplaceschen Differentialgleichung der Po- 
tential theorie geniigt. 

Bezeichnen wir mit F(x -f iy) =:F(z) eine analytische Funktion 

Tietjons, Hydromcchanik. 2. Aufl. IG 
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des komplexen Argumentes z ^ x + iy, so laBt sich diese immer in 
ernen reellen und in einen ijnaginaren Teil zerlegen: 

F{z)—F(x + iy)=0{x,y)+iW{x,y), 

WO und reelle Funktionen von x und y sind. 

Bilden wir die zweiten partiellen Ableitungen von F {z) nach x und y, 

dz dz z z 

SO ergibt sich bei Beriicksiohtigung von ^ = 1 ; ^ ~ ^ ^ ^ = 0 


also ist 


also 


/ dz N2 d^F 

\dx) ~ dz^ ‘ 

d^F _ 

d^F 

Y— V- 

d'^F 

dy^ “ 

'' dz^ ‘ 

\dy) 

dz^ 

d^F 
dx^ ‘ 

d^F ^ 
dy^ ^ 

0. 



i W wird hieraus : 





4-ir 

dx^ + ^ \ 

d^W , 
.dx^ 

d^T\ 
dy^ 1 

= 0, 



dx^~ + dy^ 


, dw 

0 und 

dx^ ‘ dy^ 


(-1), 


0, 


d. h. sowohl der reelle wie der rein imaginare Teil jeder analytisohen 
Funktion des komplexen Argumentes x + iy = z geniigt der Laplace- 
schen Differentialgleichung, 

76. Die Cauchy-Eiemannschen DiHerentialgleichungen und ihre phy- 
sikalische Deutung. Setzen wir wieder 


so ist: 


und 

Mithin ist 


Wegen 


und 


gibt dies 


F{x + iy) = 0 {x, y) + iW {x, y) , 


dx dz dx dz 

. dF 

dy dz dy ^ dz 

dF _ . dF 
dy ~~ ^ dx 

^ 4_ 

dx dx ‘ ^ dx 


dF ^d0 ,dW 
dy dy dy 

dj^ _ .d0 dW 

dy ' dy ^ dx dx 
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also, wenn reell und imaginar getrennt werden: 

_ dW 
dx ~ dy 

und 

80 __ dW 
dv dx ' 


( 1 ) 


Aus diesen sogenannten Cauchy-Riemannschen Differentialgleicbun- 
gen, die unmittelbar aus der Annahme folgen, daB 0 und W der reelle 
bzw. imaginare Teii einer analytischen Funktion des komplexen Argu- 
mentes x + iy ist, lassen sich durch noohmalige partielle Differentiation 
nacb X bzw. y wieder die Laplacescben Differentialgleicbungen ableiten. 

Die physikaliscbe Bedeutung der Caucby-Riemannscben Differential- 

gleichungen ergibt sick aus folgendem: Wenn wir mit 0 die Potential- 

funktion bezeicbnen, so ist 

80 , 80 
u == ^ und V ~ . 

dx dy 

Aus Gieichung (1) ergibt sich nun, daB auch 
8W 

u = 

8y 

und 

8 W Abb. 87. G-eometrische Bezie- 

^ = — __ hung zwiscbea dem Gradienten 

<7 ^ der Potentialf unkti on zu dem- 

jenigen der Stromfunktion. 

Bilden wir den Gradienten von 0 



grad(p = i-^ + i-^ = t« + i« 

(i, j EinlieitsvektorenL) und ebenso den Gradienten von W 

.dW , ,dW ... 
grad^F=t-^ + j^= + 

SO haben wir, wie in Abb. 87 dargestellt ist. 


ferner ist 


grad 0 A grad W \ 
grad 0 1 = I grad W 


Hieraus f olgt, daB die Kurvenscharen 0 = konst, und W = konst, 
orthogonal aufeinanderstehen, und daB sie — wenn wir die Intervalle 
zwischen aufeinanderfolgenden 0- und !P-Werten gleich und geniigend 
klein nehmen ■ — ein quadratisches Netz bilden. 

Da nun 

t-w + ir? = tn 
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ist, d, h. da die Richtungen der Geschwindigkeiten (die StromHnien) 
senkrecM zu den Knrven 0 = konst, stehen, anderseits aber auch die 
Linien W = kpnst. senkreeht zu den Kurven = konst, sind, so stellt 
also die Schar W = konst, die Schar der Stromlinien dar. Aus der Tat- 
sacbe, daB das aus CP = konst, und W konst, gebildete Netz qua- 
dratisch ist, lassen sicb haufig, wenn man eine Anzahl Kurven^ = konst, 
bzw. W = konst, kennt, neue Knrven durch Interpolation finden. Zieht 

man — wie in Abb. 88 — die 



Abb. 88. Konstmktion weiterer Stromlinien, wenn 
eine Anzahl Knrven ^ = konst, und W = konst, 
gegeben ist. 


Diagonalkurven durch die ein- 
zelnen Quadrate des Ketzes, so 
bilden die Schnittpunkte der 
Diagonalkurven wieder Punkte 
von Kurveti = konst, bzw. 
W — konst. 

Es ist noch zu bemerken, 
daB man ebenso wie 0 auch W 
als Potential einer Stromung 
betrachten darf , da auch 
i?"* (z) = iF (z) eine Funktion 
der betrachteten Art ist (wir 


haben ja auch in Nr. 74 schon festgestellt, daB AW = 0 ist). Indiesem 
Falle sind natiirlich die Linien 0 == konst. Stromlinien. 

Die Funktion F(z) = -J- iy) = 0{x, y) + iW{x, y) wollen wir 

die Stromungsfunktion neniien. 

Wir bilden nun das vollstandige Differential von F {x iy), Es ist 


BF j , dF, 


f d0 

[dx 


+ i^)dx + [Yz: + 


\dy 


dW 

By 


dy 


{u ■ 


BW \ 
dx } ' 

i v) dx -+■ (v i u) dy 
i v) dx i {u — i v) dy 
= {u — iv) {dx -\r idy) 

== iS dZy 

wo.lu die zu tr) = u + iv konjugiert komplexe Zahl ist, die man be- 
kanntlich durch Spiegelung von tu an der reellen Achse erhalt. Wir 
haben somit : 

dF(z) 
dz 


to 


-=F'{z), 


( 2 ) 


Diese einfache Beziehung sagt also aus, daB die Ableitung der 
Stromungsfunktion F ( 2 :) nach dem komplexen Argument z gleich dem 
an der reellen Achse gespiegelten Geschwindigkeitsvektor ist. 
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76* Die Stromfunktion. Wir wollen uns jetzt die Bedeutung von W 
und die schon abgeleitete Tatsache,. daB konst, die Schar der 
Stromlinien darstellt, auf eine andere Weise klarmachen. 

Betrachten wir in Abb. 89 die Stromung langs einer Wand und 
fragen wir uns, welohe Fliissigkeitsmenge Q zwischen dem Punkt A 
mit den Koordinaten x, y und der Wand in der Zeiteinheit flieBt, so 
erbalten wir, wenn wir einmal einen Schnitt durcb A parallel zur 
aj-Achse, dann einen Schnitt 
durch A parallel zur ?/-Achse * 
legen, im ersten Falle (die Lange 
in der z-Bichtung nennen wir h) : 

flji 

Q = hjvdx 

und mit 

dW 

V = — 

ox 

Abb. 89. Zweidimensionale Strdmtixig l&ngs 
Q :==i Jl (W Wand. 

Im zweiten Fall, wenn der Schnitt duroh A parallel zur tZ-Achse 
gelegt wird, ist 

Q — hJ udy, 

Vx 

Oder mit 

dW 

u = 

oy 

wiederum 

Q = h{W-W^)-, 

mithin ist : 

y=| + koiist. 

Die Kurven IP = konst, sind also offenbar Kurven, die zwischen sich 
und der Begrenzung der Fliissigkeit in der Zeiteinheit konstante Fliis- 
sigkeitsmengen durchlassen, d. h. sie sind Stromlinien. W wird des- 
wegen die Stromfunktion genannt. 

Setzen wir die Hohe h in der z-Richtung noch gleich 1, so ist 

W=Q + konst., 

d. h. !P ist bis auf eine additive Konstante gleich der in der Zeiteinheit 
durch einen von x, y abhangigen Querschnitt von der Hohe = 1 
stromenden Flussigkeitsmenge. Die Ihtegrationskonstante wird im 
allgemeinen so bestimmt, dafl W an der Wand verschwindet; dann 
wird unmittelbar !P =. 
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77. Beispiele liir die Anwendmig der Stromungsfunktion F{z) auf 
einige einfaehe zweidimensionale Bewegungsvorginge. Wir wollen zu- 
nachst an einigen einfachen Funktionen zeigen, in welcher Weise aus 
einer gegebenen analytiscben Funktion einer komplexen Variablen das 
StrornKnienbild einer Fliissigkeitsbewegung berechnet wird, nnd wir 
werden sebenj mit wie einfachen Mitteln und mit welch geringer Mtihe 
das in vielen Fallen moglich sein wird. 

1. F ^ az/ ' 

Isf a reell, so ergibt die Trennung in 0 und W 

0 =1 ax, 

W == ay , 

Die Stromlinien konst, sind. also parallel zur oj-Achse, die 
Kurven gleiohen Potentials 
[0 = konst.) sind Geraden par- 
allel zur 2 /-Achse. Fiir den an 


Abb. 90. Zweidiniensioiiale Stxomung; Abb. 91. Zweidimensionale StrSmung; 

Stromnngsfunktion F{z) = az (a reell). Strdmungsfunktioni^(z)s=az(akomplex). 




der reellen Aohse gespiegelten Geschwindigkeitsvektor erhalten wir 

fb = F' (z) = a = w — i 

also V ^ 

u == a, t? == 0, 

d* h. wir haben eine Parallelstromung zur rc-Achse (Abb. 90). 

1st a komplex == + ia^, so haben wir 

F{z) == (oi + ia^{x + iy) — a^x — a^y + 

> ^ . 

und fiir den konjugiert komplexen Geschwindigkeitsvektor 
in = F'{z) = «! + ^a 2 = — iv, 

also 

u , 


d. h. auch hier handelt es sich, da — = — — = konst, ist, um eine 


geradlinige Stromung (Abb. 91). 
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Wir wollen bemerken, daB alle linearen Funktionen in z gerad- 
linige Stromungen ergeben. Da .der Einflnfi eines komplexen a sich 
nur in einer Drehung der gesamten Stromung um einen gewissen 
Winkel geltend macht, setzen wir fiir die folgenden Beispiele der Ein- 
fachheit balber a reell vorats. 

2. jP = |- 3* = -I (a;* — 2 /*) + ia^^. 

Die Stromlinien W = axy — konst, ergeben gleichseitige Hyperbeln 
mit den Koordinatenachsen als Asymptoten, wahrend 0 = ^ {x^ — y^) 

— konst, die dazu orthogonale Scbar gleicbseitiger Hyperbeln liefert, 
mit den Geraden y = x bzw. = — a; als Asymptoten. Man erkennt in 
Abb. 92 das qnadratisohe Maschennetz 
der Knrven 0 = konst.und W = konst. 

In manchen Fallen kann man ein- 
zelne Bereiche dieser Losung gebran- 
chen, so z. B. wenn es sich nm eine 
Stromung gegen eine Platte handelt 
(Abb. 72), entsprechend der friiheren 
Staupunktstromung (Nr. 67, 2). 

Die Geschwindigkeit to = u -- iv 
erhalten wir wieder durch die Ableitung 
der Funktion nacb z 

fb =F'{z) = az 

Abb. 92. Zweidlmenslonale Stromting; 

U ax Stromtmgsfunktion F {z) «= (areell). 

V = — ay . 

Die Geschwindigkeit ist also proportional der komplexen Zahl i, d, h. 
auf Kreisen um den Ursprung ist die Geschwindigkeit den Radien 
proportional. 

3. 

n 

Hier ist es am einfachsten, Polarkoordinaten einzufiihren; wir 
erhalten mit z ~ 

F= !^fn^incp -r^{cQ8nq)~{-iBinnq>)^ 
als Potentialfunktion somit 

a f” 

0 = — cos n 03 
n * 

und als Stromfunktion 

•%Yf Q/T*^ , 

5r = — sm 03 

71 ^ 
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Fragen wir jetzt nach den Stromlinien, so haben wir fiir eine Reihe 
von Werten der Konstanten zu bilden: 

5^ = — sinn 0 ) = konst. 
n ^ 

Hieraus laBt sicb fiir verschiedene Winkel (p dann r berechnen. Bilden 
wir z. B. die Stromlinie W = 0, so haben wir, wenn wir von dem 

hn 

Punkt f == 0 absehen, sin n cp = 0, d. h. go = — mit = 0, 1, 2, . . . , 

/ * 7i» 

* 1c 7t 

mithin als Stromlinie die Gerade dnrch den Ursprungg? = konst. = — . 



Abb. 93». Abb. 93 b. 


Abb. 93 a und 93 b. Zweidimenslonale StrSmung. Strbmungsfunktion JP {z) = (a reel!). 



Abb. 94a. . Abb. 94 b; 

Abb. 94a and 94b. Zweidimenslonale StrSmnng; Strbmiingsfunktion J?* (z) « z . 

/* 


Je nach dem Zahlenwert, den wir n erteilen, erhalten wir verschie- 
dene Stromungen, wobei wir die nnter Umstanden anftretende Mehr- 
deutigkeit der Funktion duroh Ahnahme eines Fremdkorpers in der 
Fliissigkeit, die ihr als Begrenzung dient, beheben. 

Ftir n > 2 ergibt sich eine Strdmung wie in Abb. 93 a oder 93 b, 
,, n = 2 das in Abb. 72 dargestellte Strdmungsbild, 

„ l<n< 2 Abb.94:a,b, 
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Fur 71 = 1 Stromung langs der reellen Achse (Abb. 90), 

2 ' 

„ n = Stromung um eine vorspringende Kante wie in Abb. 95, 
„ 71 = i Stromung um eine Platte wie in Abb. 96. 

Die zn W = konst, ortbogonale Kurvenscbar 0 = konst, gibt das 
gleicbe um den Winkel ^ gedrehte Kurvenbild. Man erkennt an diesen 



Abb. 95. ZweidtmensioBaleStToiniing; 
Str8mungsfuiiktion jp («) — ~ 2 



Abb. 96. Zweidlmensionale Str6- 
mung; Stromungsfunktion 

jFW=jf 

/a 


wenigen Beispielen, mit wie einfachen Funktionen man bereits Stro- 
mungen von groBem gegenstandlichen Interesse behandeln kann. 

Fur die Geschwindigkeit haben wir 


also 


to =:F'(2j) = == 

I tS I = 


d. h. die Geschwindigkeit ist dem Betrage nach konstant auf konzen- 
trischen Kxeisen um den Ursprung. Untersuchen wir die Geschwindig- 
keit im Ursprung des Bezugssystems, d. h. ftir z = 0, so 'haben wir, 
wie sich ohne weiteres aus dem obigen Ausdruck fur die Geschwindig- 
keit ergibt: 

to = 0 ftir n > I, 

tu == endlich tz. = 1, 


rt) = 00 * n < 1. 


Der Umstand, daB fiir 7t < 1, d. h. bei Strdmungen um vorsprin- 
gende Kanten, die Geschwindigkeit uber alle Grenzen wachst, ist fiir 
die praktische Anwendung dieser Potentialfunktion von wesentlicher 
Bedeutung. In Wirklichkeit warden zwar die Geschwindigkeiten an der 
Kante durch Reibungswirkungen — die hier in einem kleinen Bereich 
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wieder wesentlich auftreten ^ — daran verMndert, beliebig groB zu 
werden. Es bildet sich namlich an der vorspringenden Kante aus dem 
Material der reibenden Grenzschicht ein Wirbel, der die scharfe Kante 
abrundet. Immerbin konnen bei Bewegungen aus der. Rulie heraus im 
ersten Augenblick betracbtiicbe Geschwindigkeiten unmittelbar an der 
Kante entstehen. Darauf wird spater in Nr. 93 nooh. naher einzu- 
gehen sein. 

In der weiteren Untersuchung der Potentialfunktion ^ 2 “ wollen 

wir uns auf den Fall'?i== —1 und auf die Falle lim7i">0, sowie 
lim n 00 beschranken. 


78, Stromung um einen geraden Kreiszylinder, Wir betracbten die 
Funktion 

F = ” (cos (p ^ i sin q>) == ~ 

Fiir die Stromlinien erhalten wir 
a 
r 



}p = ^ sin (p = konst. 


Abb. 97. zweidimensionaie oder, wenn wir a mit in die Konstante G bezieben : 

Strbmung; Stromungsftmk- 

tion .F ( 2 ) — -j (zweidimen- r ^ C sin (p . 

sionaler Bipol). 

Das sind aber, wie sich aus Abb. 97 ergibt, 
Kreise, die den Ursprung beriihren und C als Durchmesser besitzen. 
Fiir 0 = 00 haben wir als Stromlinie die reelle Achse. 

Wir konnen diese Stromung auch auffassen als hervorgerufen durch 
eine gleichformige Besetzung der z-Achse mit Dipolen (zweidimensio- 
naler Dipol). Die analoge rotationssymmetrische Stromung um eine 
Kugel haben wir mit anderen Mitteln bereits in Nr. 70 (Abb. 79) linter- 
sucht. 

Fiir die Geschwindigkeit haben, wir 


und also 


tv 






d. h. die Geschwindigkeit wird im Nullpunkt unendlich groB vom 
zweiten Grade,, 

Gberlagern wir der obigen Stromung eines Dipols eine Parallel- 
stromung F=^az, so haben wir als Stromungsfunktion 

F = a(z + acoB 9 + —) + ^asin^p — yj. (3) 

IF 
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Fxir die Stromlinien bekommen wir, wenn wir W = konst, setzen, 
fiir = 0 entweder sin 99 == 0 oder r ^ y = 0. In dem einen Falle 

ist 99 = 0 bzw. d. h. wir erhalten als Stromlinie die vom Ur- 

sprung ausgehenden beiden Aste der reellen Achse; im anderen Fall ist 
r = 1, d. h. der ELreis mit dem Radius r == 1 ist gleichfalls eine Stromlinie 
(wir haben in der Geraden der reellen Acbse und dem Einheitskreis, als 
Ganzes aufgefaBt, eine Kurve dritter Ordnung). Fur verschiedene Kon- 
stanten erbalt man fur irgendeinen Radius das zugehorige 99 oder um- 
gekebrt und kann so punktweise 


die Stromlinien berechnen, wie 
es in Abb. 98 gescbehen ist. 

Da pbysikaMsch hier nur das 
AuBere des Einheitskreises von 
Bedeutung ist, haben wir in dem 
obigen Ausdruck die Stromungs- 
funktion fiir eine Stromung um 
den Einheitskreis. Eine Stro- 
mung um einen Klreis vom Ra- 
dius R ist — wie sioh leicht 
ergibt — gegeben durch 

F== a 



Abb. 98. Strbmung um einen Kreiszylinder. 
JK2 


2 + 


z 


Bilden wir jetzt den Grenzwert der Funktion — fiir nach Null 


konvergierendes n, d. h. lim — so ergibt sich 

71 = 0 ^ 


F = alna: = aln (re^^) == alnr + ia99 . (4) 

Fiir die Stromlinien W ^ acp = konst, ergibt. sich cp = konst., d. h. 
wir erhalten als Stromhnienbild ein Strahlenbiischel durch den Ur- 
sprung. Die Kurven konstanten Potentials sind gegeben durch 


= a In r — konst, oder r = konst., 


d. h. durch konzentrische Kreise um den Ursprung, wie es Ja auch sein 
muB, da die Kurven = konst, auf W = konst, senkrecht stehen mussen. 
Die Geschwindigkeit ist 



d. h. die Geschwindigkeit nimmt in gleichem MaBe ab, wie die Entfer- 
nung vom Ursprnng zunimmt. Wir haben also in F = a In 2: die Stro- 
mungsfunktion fiir eine gleichformige,» Besetzung der . 21- Achse mit 
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Quellen (zweidiinensionale Quelle) von der Ergiebigkeit 27za fiir die 
ScMchtlidlie 1 ; entsprechend in F = — alnz den Ausdruck fiir eine 
Senke. 

Bilden wir durch Multiplikation der vorigen Funktion mit i die 
neue Strdmungsfunktion 

F = iahi z, 

so wird der reelle Teil der vorigen Funktion rein imaginar und der 
imaginare Teil reell, d. h. die Potentialfunktion und die Stromfunktion 
vertauschen ihre Rollen. Ah Stromlinien erhalten wir konzentrische 
Kreise um den Ursprung, als Kurven konstanten Potentials eine Ge- 
radenscliar durch den NuUpunkt. 

Fiir die Gesohwindigkeit haben wir wieder 

w=r{z) = i^ 

und 



Bilden wir das Linienintegral § to dl auf einem Kreise (Strom- 
Hnie!), so erhalten wir 2 jr r = 2 jra = kon8t. Wir erkennen somit, 
dafi es sioh bei der Funktion F ia hxz um das Strdmungsbild eines 
geraden Wirbels parallel der z-Achse handelt. 

Bilden wir letzt noch den Grenzwert der Funktion ~ z^ fiir nach 
Unendlioh strebendes w., genauer lim a f 1 + — j , so erhalten wir 

— a e“*(oos a 3^ + ^ sina y) . 

Es treten hier trigonometrische Funktionen auf, deren Argumente nicht 
Winkel, wie bisher, sondem die ^-Koordinaten sind. 

Bilden wir, um die Stromlinien zu erhalten, zuhachst W = 0, so 
ergibt sich dafiir ay = k7t {h = 0, 1, 2, . . .)> d. h. Gerade parallel der 

reellen Achse im Abstande von — voneinander. Fiir die Gebiete inner- 

a 

halb dieser Geraden erhalten wir aus W = konst, oder 

konst. 

a? = — In (sin a y) + kon^^^ 

Bei^echnen wir aus dieper Gleichung fiir eine Anzahl Konstanten 
die zueinander gehorigen Wertepaare a:, y, so ergeben sich die Strom- 
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linien. Die eben behandelte Funktion — wenn man sie noch um 90® 
im positiven Sinne drebt, also F = — laBt sich auffassen als 

Potential einer ebenen Wellenbewegung von sehr geringer Wellenbdbe. 

79. Begriff der konfomen Abbildimg. Nachdem wir in Nr. 78 fiir 
einige der einfachsten analytiscben Funktionen einer komplexen 
Variablen untersucht haben, welche Stromungen diesen Funktionen 
entsprecben, wollen wir jetzt zu den Metboden iibergeben, durcb die 
es mogbcb ist, umgekebrt zu einer Stromung um einen vorgegebenen 
Korper die Stromungsfunktion zu bestimmen. 

Wir macben uns zu dem Zweck zunacbst den Begriff der Abbildung 
im Sinne der Funktionentbeorie in anscbaubcber Weise klar. Geben 


Abb. 100. Kurven x konst, und y = konst, 
der Funktion der Abb. 09 , wenn ^ ~ konst, 
und W = konst, als rechtwinklige Koordi- 
naten aTifgefaSt werden. 

wir aus von einer bebebigen analytiscben Funktion F{z), deren reeller 
Teil 0{x, y) und deren imaginarer Teil W{Xj y) ist: 

F-=-0 + iW, 

so gebort offenbar zu jedem Punkt z, d. b. zu jedem Wertepaar x, y 
ein Wert F, d. b. je ein Wert von 0 und W. Nebmen wir beispielsweise 
die in Nr. 77 bebandelte Funktion 

J = = Y (a:* — /) + i aa; y = <5 + 

so erkennen wir in Abb. 99, wenn wir uns die x, y-Ebene mit Kurven 
0 = konst, bzw. IF = konst, dicbt belegt denken, dafi jedem Punkt 
(x, y) der Ebene ein Scbnittpunkt der Kurven 0 = konst, und W = konst, 
entspricbt. 

Denken wir uns jetzt eine0, !F-Ebene derartig, da6 wir 0 und ?F 
als recbtwdnklige Koordinaten deuten (Abb. 100), so entspricbt das 
recbtwinklige Mascbennetz 0 — konst, und W — konst, dieser 0, 
?F-Ebene eindeutig dem Mascbennetz 0 -konst, und iF-konst. der 



Abb. 99. Kurven — konst, und 
— konst, der Funktion 

If' = («2 - 2 / 2 ) + iaxy . 
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X, t/-Ebene. Wir sprechen in diesem Fall© von einer Abbildung des 
einen Mascbennetzes auf das andere und, da wir den Abstand der 
einzelnen Mascben nach Null konvergieren lassen konnen, von einer 
Abbildung der cc, ?^-Ebene auf die 0, !F-Ebene bzw. umgekehrt. 

Da nun wegen der Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Diffe- 
rentialgleicbungen das quadratische Netz der !F-Ebene — sofern 
wir die quadratische Teilung nur eng genug nehmen — wieder in ein 
quadratisches Netz in der iu, y-Ebene abgebildet wird, sprechen 
wir hier speziell von einer konformen Abbildung. Unter einer 
konformen Abbildung versteht man somit eine Abbildung einer Ebene 
auf eine andere derart, daB Winkel der einen Ebene in gleiche Winkel 
(mit gleichem Drehsinn) der anderen Ebene abgebildet werden, und 
daB das VerhMtnis zweier Strecken der einen Ebene gleich ist dem 
Verhaltnis der entsprechenden Strecken der anderen Ebene fiir den 
Fall, daB die GroBe der Strecken nach Null konvergiert. Man sagt 
auch, daB bei einer- konformen Abbildung eine Ebene auf eine in den 
kleinsten Teilen ahnliche Ebene abgebildet wird. Wie sich aus der Her- 
leitung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen ergibt, ist 
die Abbildung, die durch eine jede analytische Funktion einer kom- 
plexen Variablen vermittelt wird, iiberall dort konform, wo die erste 
Ableitung der Funktion nicht verschwindet, d. h. wo wir keinen singu- 
laren Punkt haben. 

Ist in Abb, 99 einem jeden Wertepaar x, y ein Wertepaar 0, W 
zugeordnet, so laBt sich umgekehrt in Abb. 100 jedem Wertepaar CP, W 
ein Wertepaar x, y zuordnen. Wir brauchen, um das auszufiihren, 
nur fiir eine Reihe von cr-Werten (bei konstantem y) die 0 -und lP*-Werte 
aus Abb. 99 abzulesen und diese a;-Werte an den Stellen der 0, IP-Ebene 
einzutragen, die den in Abb. 99 abgelesenen 0- und ?jP-Werten ent- 
sprechen. Wir erhalten damit in der 0, IF-Ebene eine Schar y = konst. 
Fiihren wir dieselbe Operation fiir eine Reihe von ^/-Werten (bei kon- 
stantem x) aus, so ergeben sich in der0, iP’-Ebene Kurven x = konst. 

Wahrend v/ir zuerst das Wertepaar 0 und W, d. h. F als Funktion 
von X und y, d. h. von z, aufgefaBt haben {F = a haben wir jetzt 

z als Funktion von F i= ^ angenommen. Da nun die inverse 

Funktion einer analytischeh Funktion (bis auf eventuelle singulare 
Punkte) wieder eine analytische Funktion ist, so ist auch die durch 
sie vermittelte Abbildung konform, d. h. aber, die Kurvenschar 
a; = konst, und 2/ = konst, der 0, IF-Ebene in Abb. 100 miissen 
gleichfalls ein quadratisches Maschennetz bilden. 

Dabei kann es vorkommen, daB die- gegenseitige Zuordnung der 
beiden Ebenen — wie im betrachteten Falle F = az^ — mehrdeutig 
ist. So entsprichtbin Punkt der 0, S^-Ebene zwei Punkten der x, ^/-Ebene, 



Ebene Potentialbewegung. 


159 


t=pi-iq 




da z = ± ]/|' ist, z. B. erfiillen die Punkte der oberen x, 2/-Halb- 

ebene bereits die gesamte <5, iP-Ebene, so daB diese Ebene durch die 
Abbildung der unteren x, 2/-Halbebene ein zweites Mai bedeckt wird. 
Um diese Mehrdeutigkeit auszuschlieBen, kann man auch — wie Bie» 
mann gezeigt bat — sich die Abbildung der unteren x, ^-Halbebene 

auf einem zweiten Exemplar . 

der IP- Ebene denken, die 
mit der ersten 0, !P-Ebene 
langs der positiven reellen 
Achse zusammenhangt. 

Die Methoden der konfor- 
men Abbildung lassen sich 
nun in auBerordentbch viel- 
seitiger Art und Weise ver- loi. Wirbei m der t = p+ i 3 -Ebene. 

wenden, wenn es sich darum 

handelt, die Stromung um einen vorgegebenen Korper zu berechnen. 

80. Anwendung der konformen Abbildung auf Stromungsvorgange. 
Im wesentlichen sind es zwei Methoden, auf die wir in dieser und. 
der nachsten Nummer naher eingehen wollen: 

Die gesuchte Eunktion F{z) ist als Funktion einer Funktion t{z) 
gegeben, bzw. wir haben F{z) in Pa- 
rameterform: 




Es moge sich — als ein Beispiel 
fiir diese Methode — darum handeln, 
die Stromung zweier Wirbei von ent- 
gegengesetztem Sinn hinter einem 
Kreiszylinder vom Halbmesser JR, wie 
sie in Abb. 102 dargestellt ist, zu' be- 
rechnen (der Einfachheit halber ist nur 

ein Wirbei gezeichnet). Wir denken uns Abb. 102. Beformation des Wirbeis der 
_ rr 1 T-n e • Abb. 101, wenn die <- Ebene so auf die 

ZU dem Zwecke die Z^-Ebene aui eine sr- Ebene konform abgebildet wird. daO 
•x j x* 1 X T- das Geradenstiick von — 2i2 bis + 2R in 

zweite Ebene derartlg konform abgebll- den Kreis mit R als Eadius ubergeht. 

det, daB die kreisf ormige Kontur in ein 

doppelt zu zahlendes Geradenstiick (in einen Schlitz von der Breite 0 und 
der Lange 4i2) und das AuBere des Kreises in die ganze Ebene, die wir 
die ^ Ebene nennen wollen, iibergefuhrt wird (das Innere 

des Kreises wird dabei auf ein zweites Riemannsches Blatt ab- 
gebildet). 

Das Stromlinienbild des Wirbelpaares in der i-Ebene hat die in 
Abb. 101 dargestellte Form. Fiir diese Stromung laBt sich aber nach 
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Nr. 78 unter Benutzung der sich aus Abb. 101 ergebenden Bezeich- 
nungen die Stromungsf unktion F (i) angeben : ■ 

Fit) = ia [In (jf — 6 + ic) — In — 6 ~ ic)] 

(ein rechtsdrehender Wirbel und ein linksdrehender, daher das Minus- 
zeichen vor dem einen Lbgarithmus). 

Die Abbildungsfunktion der i-Ebene auf die z-Ebene, die das Ge- 
radenstiick von — 2 JS his + 2 R der i-Ebene wieder in den Kreis 
um den Ursprung mit dem Radius R in der z-Ebene abbildet, ist — wie 
wir im weiteren naher sehen werden — gegeben durcb: 

t = z + -^ Oder z = y ± y |/ f — 4R^ . 

Man bat somit einerseits 

F=^F(t) 

und anderseits 

t = t{z ) , 

so daB F{z) = als Funktion einer Funktion gegeben ist. Durcb 

Elimination von t ergibt sicb dann die gesucbte Funktion F{z). 

Zu einer im Prinzip gleichen Abbildungsmethode kommt man, 
wenn F{z) in Parameterform gegeben ist: 

F = F{t) und z = (p{t) . 

Geben wir von der seit langem bekannten Stromung F (t) um einen 
Kreiszybnder aus, dessen Querscbnitt wir im folgenden der Einfacb- 
heit balber als Einheitskreis nebmen wollen, so gebt durcb die Funktion 

Z = t + y 

der Kreis in der ^-Ebene iiber in ein Geradenstiick der reellen Achse 
in der ^i-Ebene, und die Stromung um den Kreis in eine Stromung 
langs der reellen Achse. 

Um das zu erkennen, fuhren wir Polarkoordinaten ein und baben, 
wenn i = p + ig g^setzt wird, 

2; z= 

r 

also fiir i-Werte aul dem Einheitskreis 

25 = ^ e-up 

Oder z 2 cos cp , 

d. h. 2 : ist fiir If I == 1 reell, und hat als groBten Wert + 2, entsprecbend 
dem Punkt + 1 der i-Ebene, als kleinsten Wert —2, entsprecbend dem 
Punkt — - 1 der ^Ebene, Die Kreiskontur ist also in das doppelt zu 
zahlende Geradenstiick von — 2 bis +2 abgebildet. Die Abbildung 
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des AuBeren der Kreiskontur ist die gesamte js-Ebene; das Innere des 
Kjreises ist, wie scbon gesagt, in einem zweiten Biemannscben Blatt 
mit den Verzweigungspunkten ±2 abgebildet. Man konnte, um die 
Punkte t = 1 auf die Punkte z === abzubilden, aucb als Ab- 

bildungsfunktion z = ^ + y) nebmen. Wir tun das aber aus dem 

Grunde nicht, um im UnendKoben der beiden Ebenen den gleicben 
MaBstab zu bebalten. Andernfalls ware im UnendJioben der ^-Ebene 
die MaBzabl doppelt so groB wie diejenige imUnendlicben derz-Ebene. 
Man erkennt in der gleicben Weise, daB die Eunktion 



die Btromxmg um einen KreiszyMnder in der ^-Ebene in eine solcbe 



um eine senkrecbte Platte von — -2i bis + 2 v in der 2-Ebene abbildet 
(Abb. 103 ). Denn es ist fur = 1 

d. h. 2 ist fur Werte von < auf dem Einbeitskreis rein imaginar, und 
zwar entspricbt dem Punkt + 1 (entsprecbend 9?>= 0) der Wert 

z = 0, dem Punkt 15 == + i ^entspreobend 9? = ^ der Wert z = «[- 2i, 
dem Punkt t = — 1 (entsprecbend 9? = n) der Wert 2 = 0, und schbeB- 
bob wird der Punkt ^ = — i ^entsprecbend 9? = in den Punkt 
2;= — 2i abgebildet. 

Aus beiden Abbildungsfunktionen ergibt siob in 

® = + + **•(* +t)' 

diejenige Abbildungsfunktion, die die Stromung um einen Kieiszybnder 
konform abbildet auf eine Strdmxmg gegen eine ebene Platte, die um 

den Winkela = arc tg gegen die Gescbwindigkeit imUnendbchen 

geneigt ist (AbU 104 ). 

Tictjens/ Hydrom«ehaiiik. II 
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Da wir in der Lekre vom Anftrieb im Band 11 derartige Ab- 
bildungsfiinktionen ausfubrlicber bebandeln warden, woUen wir bier, 
ohne auf Einzelbeiten einzugehen, nnr den Weg andeuten, auf dem 
man zu Abbildnngen kommt, die sicb in der Theorie des Tragfliigels 
von groBer praktischer Bedentung erwiesen haben. 

Bereits die letzte betracbtete Stromung um eine gegen die anstro- 
mende Fliissigkeit geneigte ebene Platte ergibt ein Drehmoment, d. h. 
ein Kjraftepaar, wie man sofort erkennt, wenn man bedenkt, daB an 
den beiden Staupunkten (Verzweigungsstellen der Stromung) je ein 
Druckmaximum liegt. Die Wirkung einer einzelnen Kraft erhalten wir 
jedoch durcb derartige Abbildnngen einer symmetrischen Stromung 
um einen Kreiszylinder nicht. 

Um die Wirkung einer Einzelkraft zu erhalten, mussen wir — wenn 
wir nicht eine der spater zu behandelnden unstetigen Elussigkeits- 



bewegungen annehmen wollen — die Symmetrie der Stromung storen. 
Wir kdnhen dies dadurch erreichen, daB wir der Stromung um einen 
Kreiszylinder noch eine um den Mittelpunkt des Zyljinders kreisende 
Potentialbewegung, wie wir sie in Nr. 78 behandelt haben, uberlagern. 
Wir nehmen also in der Mitte des Zylinders einen Wirbel an, behal- 
ten jedoch, da die Mitte selbst keinen Punkt unserer Flussigkeit dar- 
stellt, auBerhalb des Zylinders Potentialbewegung. Wir erhalten auf 
diese Weise ein Stromlinienbild, wie es inAbb. 105 dargestellt ist. Oben 
ist durch den Wirbel die Stromung verstarkt, unten geschwacht, 
was einen Druckunterschied zwischen unten und oben ergibt. 

Bildet man jetzt — wie es zuerst Kutta getan hat — diese Ebene 
durch die obige Eunktion auf eine Ebene ab, in der die Kreiskontur 
in eine schrage zur Stromungsrichtung stehende Gerade abgebildet 
wird, und bestimmt man die Starke der Zirkulation des im Ursprung 
angenommenen Wirbels derartig, daB gerade der hintere Staupunkt 
des Kreiszylinders bei der Abbildung auf die Platte an deren Ende 
zu liegen kommt, so daB sich die Stromung hier auf beiden Seiten 
der Platte anschmiegt, so erhalt man das Stromlinienbild Abb. 106 
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Biese Stromung ergibt bereits eine senkrecbt zur Gescbwindigkeits- 
richtung (iDoo) wirkende Kraft, (dieselbe, die vorher an dem Zylinder 
wirkt). 

Zu umstromten Konturen, die bereits eine sebr grofie Ahnliclikeit 
mit den Profilen moderner Tragfiiigel besitzen, gelangt man, wenn 
man die von Jouko wski angegebene Abbildimg anwendet. Es kommt 
hierbei im wesentlicben darauf hinaus, einen zum Einheitskreis K 
exzentriscb gelegenen Kreis K' (Abb. 107), der den Einheitskreis 
entweder in einem Punkt beriihrt oder ihn in zwei Punkten A nnd B 
schneidet, so auf eine Ebene abzubilden, dafi der Einheitskreis K 
selberin einGeradenstiick » 

von 2 bis + 2 iibergeht. 

Verfolgen wir die Kontur ■ 

des Kreises K' von jB aus, 
so wird die Abbildung 

dieses Stiickes, da es im / /^\ [ ^ 

AuBengebietdesKreisesiT / VV 

und in der oberen ^-Halb- ^ 

ebene sich befindet, in der ''^y^ y^ ^ ^ 

z-Ebene iibergefhhrt in 

ein Kurvenstuck, das von 

+ 2 ausgeht und in der y^ 

oberen Z-Halbebene liegt. Abb. 107. stromung um einen zuin Einlieitskreis exzentriscb 
-rx ' . . j TTcr- 1 1 gelegenen Kreis. 

Babei wird der Winkel, 

den die beiden Kreise K und K' im singularen Punkt +1 der 
^-Ebene bilden, in der z-Ebene verdoppelt (Abb. 108). Verfolgen wir 
die Kontur des Kreises 

weiter, so muB die Ab- . v 

X“~£06J7ff ■ 

bildungderselben in einem ^ 

gewissen Punkte C" ent- ' ^ y^y"^^ — 

sprechend dem Punkte G yyy^^ — — 

die reelle Aohse schnei- y^yy X/^ ^ 

den, und zwar liegtG'um yy^y^/y — 
so weiter links von —2, y^y^ y y^^ ' ' " 

je weiter 0 von —1 in y^ y^ y^ ' ' 

der ^-Ebene entfernt liegt. . y^y^y^ 

Die Abbildung des Krei- y'^^y'^^ 

ses K’ muB sich im wei- 

xxnVHpr Hat Abb. 108. Konforme Abbildung der Ebene von Abb. 107 
reren aann wieaer aer auf eine z-Ebene, bei der der Einheitskreis der Ebene in 

reellen Achse nahern und eTn^ Jou^^^ (Stromung 

vom Punkte A' bis +2 

auf dem zweiten Riemannschen Blatt liegen, entsprechend der 
Tatsache, daB von hier ab der Kreis K' im Innern des Einheits- 


z-Ebene 
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kreises Hegt. Die so quaiitativ erhaltene Abbildung bat — wie Abb. 108 
erkeimen laBt — eine Form, die denjenigen der Tragflachenprofile 
sebr abnHch ist. Bilden wir jetzt in der gleicben Weise eine Stromung 
mit Zirkulation nm den Krei^zylinder der ^-Ebene auf die z-Ebene 
ab, nnd sorgen wir wieder durcb entsprechende Wabl der Zirkulation 
dafiir, daB die Stromung auf beiden Seiten des abgebildeten Korpers 
glatt abffieBt, so ergibt sicb die in Abb. 108- dargestellte Stromung. 

Zu Stromungen um gewolbte Flatten kommt man, wie Eutta 
gezeigt bat, wenn der umstromte Kreis K' die in Abb. 109 gezeicbnete 
Lage hat; das AuBere eines solcben Kreises gebt in die gesamte 
2;-Ebene liber, wobei der Verzweigungsscbnitt ein Kreisbogen ist 
(Abb. 110). Eine Stromung um einen derartig exzentrisch gelegenen 


t-Ebene 



z-Ebene 



Abb. X09. Der zum Ursprung eaczentrfsch 
gelegene Einheitskreis K' geht durch 
konforme Abbildung in den Ereisbogen 
der Abb. 110 liber. 


Abb. 110. Konforme Abbildung des Kreises JE' 
der Abb. 109 auf einen Kreisbogen durch die 

Eunktion z ~ f . 


Kreis wird also libergefuhrt in eine Stromung um einen Kreisbogen. 
Man kann naturlicb aucb wieder durcb entsprechende Abbildung einen 
zur Stromurigsricbtung geneigten Kreisbogen erhalten. 

81. HoSographenmethode. Wir geben jetzt zu einer anderen 
Metbode iiber, die es ermoglicbt, planmaBig die Stromung um Korper 
verscbiedenartiger Querscbnitte zu untersuchen, und zwar konnen wir 
die folgende Art der Betracbtung auffassen als einen Spezialfall der 
eben bebandelten Metbode insofern, als bier die Geschwindigkeit m 
als Parameter auf tritt. Diese Art der Untersuobung ist dann anwend- 
bar, wenn — wie es oft vorkommt — gewisse Aussagen uber das Ge- 
scbvi^indigkeitsfeld gemacbt werden konnen. 

Da in = jP' (2i) eine analytiscbe Funktion von z ist, geht die in-Ebene 
durcb konforme Abbildung in die z-Ebene fiber. Da anderseits aucb 
die z-Ebene in die F-Ebene durch eine konforme Abbildung ubergefiihrt 
wird, ergibt sicb erne in den kleinsten Teilen abnlicbe Abbildung der 
S-Ebene auf die F-Ebene, d. b. 

jib == 9) (F) 

ist eine analytiscbe Funktion. 
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Watrend die Abhangigkeit der Stromungsfimktion von 2 : in den 
meisten PaUen zu kompliziert ist, als da6 man sie von vornherein 
bestimmen konnte, ist der funktioneile Zusammenbang von tr) nnd F 
in vielen Fallen so einfach, daB man den analytischen Ansdruck dafiir 
finden kann. Hat man aber die Funktion w = <p {F), so laBfc sich 
der gesuchte Zusammenbang von z und F dann immer durcb Inte- 

^ ' /J TP 

gration finden ; denn da tv = (z) oder dz ^ ist, ergibt sicb 


to 


also 




1st es also moglicb, auf Grund von Aussagen iiber die Geschwindig- 
keiten in der z-Ebene eine tn-Ebene zu konstruieren, so kann dieser 
Umweg iiber die in -Ebene in vielen Fallen dazu dienen, znnachst die 
Funktion F{w) aufzustellen, aus der dann wieder riickwarts durcb 
Integration F (z) zu finden ist. Dabei geht man so vor, daB man die 
Linien IF = konst, in der u, v-Ebene zeichnet, d. h. man tragt die Ge- 
schwindigkeitsvektoren ftir alle Punkte der gewablten Strombnie von 
einem festen Punkt aus auf. 

Das Kurvenbild ?F = konst, in der in-Ebene nennt man auch in 
Anlehnung an eine Hamiltonscbe Benennung einen Hodograpben und 
die ganze eben gekennzeicbnete Metbode die Hodograpbenmetbode. 

Wir wollen diese Metbode jetzt an einem Beispiel anwenden 
und die oben angegebenen Scbritte 
im . einzelnen ausfiibren: Wir 
betracbten die Stroniung iii eine 
sogenannte Bordascbe Miindung. 

Obne Kenntnis der Stromungs- 
funktion zeicbneii wir zunacbst 
gef iihlsmaBig den wabrschein- 
licben Verlauf der Strombnien 
(Abb. 111). Die Flussigkeit 
stromt von alien Seiten in den bnks offenen Spalt. Im Spalt 
selber moge die Flussigkeit — sobald sie sicb weit genug von der 
Mundung befindet — die konstante Gescbwindigkeit vom Betrage d 
besitzen; bier ist also u = a und — 0. AuBerbalb des Spaltes wird 
die Gescbwindigkeit mit zunebmender Entfernung von der Mundung 
abnebmen, und im Unendbcben, das funktionentbeoretiscb als Punkt 
aufzufassen ist (A), wird die Gescbwindigkeit nacb ISTuU konvergieren. 
An dem scbarfkantigen Band der Mundung wird wie wir nacb 
Nr. 77 wissen — die Gescbwindigkeit alle Grenzen uberscbreiten. 



Abb. 111. Stromung in eine sogeimannte „Borda- 
Miindung“. 
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Auf Grund dieser Aussagen iiber das Geschwindigkeitsfeld der 
2 ;-Ebene wollen wir nnn versncheiij die tn-Ebene aufznbauen (Abb. 112) : 
Da alle StromHnien aus dem Unendlicben kommen iznd dort mit 
der Gescbwindigkeit If nil beginnen, so geht offenbar das Unendlicbe 
der 2 ;-Ebene iiber in den Nullpnnkt der tt?-Ebene. Von diesem Ur- 
sprung in der tD"Ebene nebmen mithin alle auf die to-Ebene konform 
abgebildeten StromHnien ihren Anfang. Verfolgen wir den mittelsten 
Stromfaden der z-Ebene, so nimmt er bei gleicHbleibender Biebtung 
dauernd von Null bis tt? = a zu. Als Abbildung dieser Stromiinie in 
der in-Ebene baben wir somit eine Gerade von in = 0 bis m = a. 
Verfolgen wir jetzt eine aus dem Unendbcben kommende Stromiinie 
langs der unteren Begrenzungsflacbe der Miindung: Die Geschwindig- 
keiten in den einzelnen Punkten dieser StromHnien nebmen bei kon- 
t/A stanter Biebtung nacb B bin 

I 1 7 sttodig zu, bis die Gesebwin- 

y digkeit in B alle Grenzen 

iibersebreitet, entgegenge- 
setzte Biebtung annimmt und 
bis auf in = a wieder ab 
XT ^ nimmt. Die Abbildung dieser 

Abb. 112. Hodograph zur Strommug von Abb. 111. ® 

StromHnien in der tu-Ebene 
baben wir in dem Strabl von A naeb links ins Unendlicbe zu- 
sammen mit dem Strabl von plus UnendHcb bis w =: a. Die ande- 
ren StromHnien miissen — wie ieiebt einzusehen ist — die in 
Abb. Ill dargestellte Form besitzen, da sie alle vom Punkt = 0, 
v: = 0 zum Punkt w = a, v = o laufen miissen. Dabei wird die obere 
z-Halbebene in die untere tu-Haibebene und die untere 2 :-Halbebene 
in die obere u;-Halbeb,ene abgebildet. Von 4 gehen alle StromHnien 
aus, in C miinden sie wieder. Wir baben somit die Ersebeinung einer 
Quelle und einer Senke. Obne dafiir einen Beweis erbraebt zu baben, 
setzen wir zunaebst einmal den Ausdruck fiir eine Quelle und Senke 
an und sehen naebber, ob bei diesem Ansatz die Grenzbedingungen 
befriedigt sind. Wenn | a, so baben wir der Bindeutigkeit der Losung 
wegen die riebtige Losung. 

Als Ausdruck einer Quelle in w = 0 und einer Senke in w ^ a 
baben wir nacb Nr. 78, wenn c eine MaBstabkonstante ist, 

F(w) = c[lnw ln(w — a)] 

Oder 
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Damit haben wir w als Funktion von F. 
Jetzt bleibt nur noch eine Integration: 

2 : = + konst., 

J w ^ ’ 


mithin 



e « y + konst., 


2 = i--?-e ^ + konst. 

€L €b 

Dies ist die gesuobte Beziehung zwischen z und F. Trennen wir 
nocb in Beal- und Imaginarteil, so ist 

0 

1 r — ~ f ^ W\l 

z = X + iy = ™ \0 + i!F+ ce ^ (cos i sin — j + konst. 


Da die Konstante nur eine Koordinatenverschiebung der 0, ?F-Ebene 
bedeutet, setzen wir sie als unwesentlicb gleich Null (damit legen wir 
die reelle Achse in die untere Begrenzungsflache der Mtindung). 

TJntersuchen wir jetzt, ob die Funktion die Grenzbedingung er- 
fiillt, daB die Wande der Bordaschen Miindung selbst Stromlinien sein 
miissen, so ergibt sick fur W = 0 der Wert ai/ = 0, d. h. die untere 
Wand der Miindung ist eine Stromlinie. Fiir erhalt man 

ay ^271 c = konst. Ist der Abstand der l^eiden WMde y = d, so laBt 
sich also, da die Konstante c noch zm Verfiigung steht, diese stets 
so wahlen, daB ay ='27tc = ad ist: 


ad 



Damit ist erwiesen, daB auch die obere Wand der Bordaschen Miin- 
dung eine Stromlinie ist, so daB die Grenzbedingungen durch die ge- 
fundene Funktion erfiillt werden. 

Die Gleichung fiir den mittleren Stromfaden, der von der reellen 

Achse um — entfernt ist, lautet = Ttc, da hierfiir ay = nc =: konst. 

a ■ ■ , ’ , .j , ’ ■ ■ ' , ■ 

ist. Noch fiir eine weitere Stromlinie laBt sich y als Funktion von x 
expliziert ausdriicken, namlich fiir Fiir diesen Wert ist 


0 

. ■ 71 C 7 

ay — -^ — ce^ 

wo 0 = ax ist, mithin 




2a 


ax 
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Betrackten wir noch fiir einige Werte von W die Potentialfnnktion 0, 
so haben wir fiir !? == 0, d. h. fiir die Stromlinie, die der unteren Wand 
entspricbt: 


ax = 0 + ce 


ob&f’e Wand 
dtp Bordami/ndunq 


Wandder 

Bordamundung 




Abb. 113. Bie Potentialfunktlon fur ^ = 0 
(untere Wand der Bordamundung). 


keit Oder- 


Zeichnen wir in Abb. 113 ao; als Funktion von 0, wobei wir (2^ nach 

oben anftragen, nnd fassen wir fiir dasWeitere dann ^ als Funktion 

von ax auf, so wollen wir diesem Kurvenzug nachgehen, indem wir 

dabei ein Fliissigkeitsteilchen auf einer Bahn langs der unteren Be- 

grenzungswand der Bordaschen Miindung (entsprecbend ?F'== 0) ver- 

folgen. Ein Fliissigkeitsteilchen an der Aufienseite der Begrenzungs- 

A/yw , , wand in groBer Entfernung von 

ob&neWand . j i. x • x. • 

dtp Bopdamiindu ng der Mundung hat erne sehr germge 

\ ay=2xc Geschwindigkeit, d. h. ein kleines 

1 / g0 

j Dementsprechend hat die be- 

i /X - , trachtete ^-Kurve fiir groBe x 

V/ Wanddep . . , 

// Bordamundung eme germge JNeigung zur ax-Achse. 

Mit wachsender Entf ernung von der 

Miindung nimmt die Geschwindig- 

Abb.,ii3.i>ie PotentiaifunktioB0 fur?'=o Oder ^ umgekehrt proportio- 

(untere Wand der Bordamundung). i j -n .j* i 

nal der Entfernung von der Mun- 
dung ab ; in tJbereinstimmung damit wird nach der letzten Gleichung 0 
fiir groBe negative Werte mit wachsendem x logarithmisch unendlich. 
Bewegt sich das Fliissigkeitsteilchen langs der AuBenseite der Wand 
weiter der Miindung zu, so wachst seine Geschwindigkeit dauernd 
entsprechend der immer groBer werdenden Neigung der <P-Kurve. 
Am/Endpunkt der Miindungswand bei der Umstromung der scharfen 
Kante wird die Geschwindigkeit unendlich groB und wechselt die Rich- 
tung/ Dieser Tatsache entspricht es, daB die ^-Kurve eine senkrechte 
Tangente fiir einen gewissen Punkt der aa;-Achse besitzt, so daB hier 

d0 3 ^ 

•—unendlich groB wird (daB dieser Punkt der aa;-Achse, in dem^-^ = oo 

ist, vom Ursprung um die GroBe c entfernt ist, hat — wie wir schon 
oben bemerkten — seinen Grund darm, daB wir die Integrationskon- 
stante gleich Null gesetzt haben). Bewegt sich das Fliissigkeitsteilchen, 
nachdem es die Kante (aa; = c, y = 0) umflossen hat, in das Innere 
der Mundung, so nimmt seine jetzt nach rechts gerichtete Geschwindig- 
keit wieder ab bis zu einem konstanten Grenzwert a, da fiir positive 
Werte von 0 

d0 ■ ^ , ■ 


X=‘ 00 , 
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ist. ^ al? Funktion von a a; hat somit eine Gerade unter 45® zur 
Asymptote. 

IJm den Verlanf des Potentials anf der mittleren Stromlinie zn 
verfolgen, haben wir den Ansdruck von ax fnv W = 7 tc zu bilden: 

ax = 0 — ce ^ ' 

Wir erhalten den in Abb. 114 angegebenen Verlauf. Fxir negativ 
wachsendes ao; wird 0 logarithmisch unendlich, was wieder der Ge- 
schwindigkeitsabnahme nmgekehrt proportional der Entfernung von 
der Mtindung entspricht. Die Geschwindigkeit nimmt dann mit zu- 
nehmender Annaherung an die Mlindung immer starker zn, bis sie in 
der Mlindung sich dem Wert a mehr nnd mebr nahert, entsprechend 
der groBer werdenden Neigung der ^-Kurve, die wieder die unter 45 ® 
geneigte Gerade zur Asymptote hat. 




Abb. 114. Die Potentialfunktion 0 fur W = nc (mitt- Abb. 116. StrSmung durcb 

lere Stromlinie der Stromung in die Bordamundung). einen scharfkantigen Spalt. 

82. Diskontinuierliche Mussigkeitsbewegungen. Ein weiteres unge- 
mein fruchtbares Anwendungsgebiet der Methode der konformen Ab- 
bildung bilden die sogenannten diskontinuierlichen Fiiissigkeitsbe- 
wegungen. Die Untersuchungen auf diesem Gebiet nehmen ihrerf 
Ausgangspunkt von der klassischen Arbeit von Helmholtz^. 

Wir erhalten z. B. eine dkkontinuierliche Fliissigkeitsbewegung, 
wenn wir — wie in Abb. 116 dargestellt — Wasser aus einem scharf- 
kantigem Spalt einer senkrecht angenommenen Wand ausflieBen lassen. 
Setzen wir die Geschwindigkeit im. ausflieBenden Strahl dabei als ge- 
niigend groB voraus, so konnen wir bei diesem Vorgang die Schwer- 
kraft vernachlassigen. 

Was kdnnen wir mm iiber die ungefahre Form der Stromlinien 
und die Geschwindigkeiten aussagen? Fiir groBe Entfernung von der 
Offnung wird die Stromung im GefaB derartig sein, als wenn wir in der 

1 Helmholtz, H.i tJber diskontinuierliche Elussigkeitsbewegungen, Monats- 
ber. d. kdnigh Akad. d. Wiss. zu Berlin 1868, S. 215, ' oder Zwei hydrodyna- 
misohe Abhandlungen, Ostwalds Klassiker Hr. 79. ^ 
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Offnung erne Senke aimehinen, d. h. die Stromlinien laufen in grofierer 
Entfernung radial auf die Wandoffnung zu, wobei die Betrage der Ge- 
scbwindigkeiten mit zunebmender Entfernung von der Offnung um- 
gekehrt proportional dieser Entfernung abnehmen. Die Wand selbst 
bildet gleicMalls an der Innenseite eine Stromlinie. 

Eine Umstromung des scbarfkantigen Locbrandes findet jedocb 
nicht statt, so daB die Geschwindigkeiten bier nicbt iiber alle Grenzen 
wacbsen. Die Flussigkeit reiBt vielmebr an dieser Stelle ab und bildet 
einen Strabl, der bei groBen Gescbwindigkeiten zunacbst als wagerecbt 
angenommen werden kahn. Den Druck langs der freien Oberflache 
des Strables miissen wir dabei als konstant, namUcb gleicb dem der 
umgebenden Luft anseben. Daraus folgt aber nacb der BernoulUseben 

Gleicbung = konst., also | in | = konst., d. b. die Gescbwindigkeit 


auf der freieii Oberflacbe des Strables ist dem Betrag nacb konstant. 

Die der Senke entsprecbende Quelle baben wir im Unendlicben, 
das wir funktionentbeoretiscb als Punkt (d) aufzufassen baben. Den 
unteren Band des Spaltes bezeicbnen wir mit B, den oberen mit (7 und 
das Unendlicbe des Strables, wo die Gescbwindigkeit konstant ist, mit D. 

Konstruieren wir jetzt auf Grund des allgemeinen Bildes, das wir 
uns von dem Gescbwindigkeitsfeld gemacbt baben, die in-Ebene, d. b, 
den Hodograpben, so baben wir im Ursprung die Quelle A und in 
dem um a entfernten Punkt der reellen Acbse die Senke D (Abb. 116) 
(weil alle Stromlinien mit der Gescbwindigkeit u ^0, v = 0 beginnen 
und mit der Gescbwindigkeit u ^ a, v = 0 
endigen) . - Da — wie wir geseben baben — die 
Gescbwindigkeit auf der Strabloberflacbe kon- 
stant ist, so wird die Strombnie auf der Strabl- 
oberflacbe von jB nacb D bzw. von G nacb D 
bei der Abbildung auf die t6?-Ebene in Kreis- 
bogen um den Ursprung von dem Halbmesser a 
abgebildet, und zwar begt B entsprecbend der 
nacb oben gericbteten Gescbwindigkeit uber A, 



Abb. 116 . Hodograph zur und G wegen der nacb ointen gericbteten Ge- 

Stromung Ton Abb. 115. ^ ^ i-.- -t. • aj. t • 

scbwmdigkeit unter A, Die ubrigen Stromlinien 


fiillen dann bei der Abbildung der z-Ebene auf die t^-Ebene den 
Halbkreis in der Art aus, wie es Abb. 116 zeigt. Alle Strombnien 
nebmen ibren Ausgangspunkt von der Quelle A und geben zur Senke D. 

Es bandelt sicb jetzt darum,^einen Ausdruck fiir die Punktion jP(w;) 
zu finden. Haufig fiibrt der Weg zum Ziel, daB man die t^?-Ebene noch- 
mals auf eine Ebene abbildet, in der die Kreisbogen in Geradenstucke 
iibergefuhxt werden. So bildet in unserem Fall die Eunktion 

In tn = bi I to j + 1 9 ? 
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das Innere des Haibkreises in einen sicli ins Unendliciie erstreckenden 
Streifen ab (Abb. 117). Dies bietet den Vorteil, daB man nun nach 
dem Scbwartz-Christoffelscben Satz diesen Streifen auf die obere 
Halbebene abbilden kann^. So.einfach diese Methode auch scheinen 
mag, so wird die Anwendung des Schwartz-Cbristoffelscben Satzes, 
die auf eine Integration binauskommt, eben 
wegender Auswertung dieses Integrals in vielen , jr 

Fallen Scbwierigkeiten bereiten. ' . ' ' 

Als ein praktisch wichtiges Ergebnis lief erte — — 

die von Kircbhoff durchgefiihrte Rechnung ' ' . 

eine GroBe fiir den Kontraktionskoeffizienten, • — ^ 

der mit dem experimentell gemessfenen gut 1 ^ 

iibereinstimmt. Der aus der Theorie sich er- Abb. ii7. Konforine Abbiidung 


gebende Wert ist a 


0,61, was mit 


des Haibkreises der Abb. 116 
auf einen sich ins Unendliche 
erstreckenden Streifen. 


den Versucben gut iibereinstimmt. 

Wahrend wir bisber vorausgesetzt haben, daB der Fliissigkeits- 
strahl durch den Spalt in der Wand in ein Gas austritt, gilt — wie 
schon Helmholtz bemerkt hat — die von ihm gefundene Losung 
auch fiir den Fall, daB der Wasserstrahl in ruhendes Wasser eintritt. 
Der Druck auf der Strahloberflache - ist 
dann konstant, und zwar gleich dem 
Druck der umgebendeh ruhenden Fliis- 
sigkeit. Allerdings miissen wir hier 
die Einschrankung machen, daB es 
sich um stationare Stromungen han- 
deln muB. 

Fxagen wir uns, wie denn solche 
Bewegungen von Fliissigkeitsstrahlen 
bei wirklichen Fliissigkeiten entstehen 
konnen, so ist zu sagen, daB im 
ersten Augenblick tatsachlich ein Um- 
stromen der scharfen Kante stattfin- ^ ^ ^ 


Abb. 118. Kurven konstanten elek- 
det, so daB sich das Stromlinienbild trischep Potentials und die Schar 


, T , . 1 . -r* . to orthogonalen Trajektorien (ge- 

emer normalen d. h. stetigen Poten- stricheit). 

tialbewegung einstellt. 

Da nun die Differentialgleichung Zl CP = 0 auch die Gleichung des 
elektrischen Potentials ist, so konnen wir experimentell leicht die Formen 
der Stromlinien bestimmen, wenn wir — wie in Abb. 118 veranschau- 
licht — an ein geniigend groBes von beiden Seiten eingeschnittenes 


0 auch die Gleichung des 


^ Der Schwartz-Christoffelsche Satz sagt aus, dafi man jede geradlinig begrenzte 
Figur auf eine Halbebene abbilden kann, und es wird die Auffindung der Ab- 
bildungsfunktion auf die Auswertung eines gewissen Integrals zuruckgefuhrt. 
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Blech, eine elektrische Spannung anlegen. Dabei ist es notwendig, die 
Seiten, an denen die Spannung angeleghwwird, mit moglichst gut leiten- 
den Schienen zu versehen, um. langs der Schienen konstante Spannung 
zu besitzen. Dutch Abtasten des Bleches mit einem geeigneten Instru- 
ment lassen sich dann die Kurven gleichen Potentials bestimmen. 
Die Schar der orthogonalen Trajektorien, die man dann zeichnen kann, 
ergibt das Stromlinienbild. 

Abet, wie schon gesagt, diese Geschwindigkeitsverteilung stellt 
sich nur im ersten Augenblick beim Stromurigsbeginn ein. Alsbald 
lost sich infolge des Ahwachsens der Grenzschicht - — wie wir in Nr. 92 
im einzelnen noch sehen werden — von der scharfen Xante eine Tren- 
nungsflache ab, in der ein Geschwindigkeitssprung stattfindet. 

Da die Trennungsflache jedoch, wie in Nr. 93 gezeigt werden wird, 
labil ist, lost sie sich sehr bald in Wirbel auf, die — sich gegenseitig 
wieder beeinflussend — schnell die Bewegung vollkommen ungeordnet 
werden lassen. DaB Fliissigkeitsstrahlen in Luft Ifcger ihren geschlos- 
senen Charakter behalten, hat in der geringen Dichte ' der Luft und in 
der Oberflachenspannung des Wasserstrahles gegen Luft seine Ursache. 

Schon Helmholtz machte darauf aufmerksam, daB auch beim 
TJmstromen von Korpern Trennungsflachen auftreten. Kirchhoff 
hat dann im AnschluB daran eine allgemeine Methode entwickelt, 
um fiir den Fall, daB die festen Grenzen des Korpers von geraden 
Linien gebildet werden, die Stromung zu untersuchen. 

Er hat u. a. den Fall durohgerechnet, daB eine ebene Platte von einer 
Flussigkeit zweidimensional angestromt wird (Abb* 119). Bezeichnen 



Abb. 119. Unstefcig© Potentialstromuiig gegen eine Platte. 


wir das Unendliche mit A, 
und nehmen wir an, daB 
hier | tu | =awt, sobewegt 
sich die Flussigkeit von A 
in gewohnlieher Potential- 
stromung gegen die Platte, 
staut sichim Staupunkt B 
und lost sich in C und D 
in zwei Trennungsflachen 
von der Platte ab . Hinter 
der Platte haben wir den 
Druck der ungestdrten 
Flussigkeit. (Die letzte Ah- 
nahme hinsichthch des 


Druckes sind wir gezwungen zu machen, da wir ein tJberschneiden 


der Trennungsflachen erhalten wiirden, wenn wir hinter der Flache 


etwa eineh Druck annehmen wiirden, der kleiner ist als derjenige 


der ungestorten FMssigkeit.) Da sich aus'dem konstanten Druck 
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ru'^Ebene 


des Totwassergebietes konstanter Dmck auf den Trennungsflacben 
ergibt, erhalten wir nach der Bernonllischen Gleichung anf den Tren- 
nungsflachen aiich wieder konstante Geschwindigkeit, die — da die 
Trennungsflache ins Unendliche geht - — gleich der Gescbwindigkeit 
im Unendlichen, d. h. gleich a sein muB. Die znr Platte symmetrische 
Stromlinie kommt also mit der Geschwindigkeit | lo | = a aus dem Un- 
endiichen nnd nahert sich mit abnehmender Geschwindigkeit dem 
Punkt jB. Im Punkt B selbst ist die Geschwindigkeit 
Null. Von hier aus verzweigt sich die Stromlinie nach 
C bzw. D, die Geschwindigkeit wachst wieder, bis sie 
bei C bzw. D die GroBe | to [ = a erreicht hat. Von 
hier ab bleibt der Betrag der Geschwindigkeit konstant 
gleich a, wahrend die Eichtung sich dem Grenzwert 
parallel zur Stromung im Unendlichen nahert. 

Die tJbertragung dieser symmetrischen Strom- 
linie auf die t^^-Ebene ergibt dann im, Hodographen 
(Abb. 120)den Kurvenzug: Von A (mit dem Abstand a Abb.i20.Hodograph 
vom Ursprung) nach dem Ursprung JB, dann weiter 
nach (7 bzw. Dund auf einem Kxeisbogen zmiick zu A. 

Analoge Uberlegungen fiir die anderen Stromlinien fuhren im Hodo- 
graphen zu Kurven, wie in Abb. 120 ersichtlich. Die Stromlinien gehen 
alle von A aus und nach A hin; sie kommen 
in der z-Ebene alle aus dem Unendlichen und 
gehen nach dem Unendlichen. Je naher also 
im Hodographen die geschlossenen Linien dem 
Punkte A bleiben, um so weiter sind die Strom- 
linien von der Platte entfernt. 

Die t«7-Ebene lafit sich nun wieder durch 
besondere Abbildungsfunktionen auf eine 
f-Ebene abbilden derart, daB das Innere des 



t~ Ebene 



TT . j TTit. -I 1 -ij X • j £ Abb. 121 . Konforme Abbildung 

Halbkreises der t^;-Ebene abgebildet wird auf der w- Ebene von Abb. 120 auf 
' j • T> 1 eine t - Ebene derart, daB das' 

die Begrenzungskurve inhere des Halbkreises der 


die i-Ebene, so daB 
des Halbkreises der w-Eben^ in die reelle Abhse 'S'VaibkS! 

der Ebene ubergefiihrt wird (Abb. 121). ^“.Ebene^ber^^^^^^ 

Diese Punktion in der ^-Ebene ist aber die in- 
verse Funktion zu der in Abb. 92 dargestellten Funktion ; der Null- 
punkt der einen Funktion entspricht dem Unendlichen der anderen 
Funktion und umgekehrt. Wir haben also 




Ohne auf weitere Einzelheiten einzugehen, wollen wir nur noch 
bemerken, daB die Methoden der Behandlung unstetiger Flussigkeits- 
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bewegungen gerade auch in neiierer Zeit betracbtlich weiter entwickelt 
worden sind ; es sind Mer xm besonderen die Arbeiten von Levi- 
Civita, Cisotti nnd Villat zu nennen. 

Es ist nun von wesentlicher Bedeutung, daB — im Gegensatz zu 
den stetigen Potentialbewegungen — die Kirchboffsche Eecbnung 
einer diskontinuierKcben Stromung um eine Platte einen Widerstand 
ergibt. 

Bezeicbnet man mit F die Elache eines Stiickes von der Lange Z 
(senkrecht zur Papierebene in Abb. 122) der senkrecbt angestromten 
unendlicb langen Platte, ferner mit W den auf dieses Stuck entfallen- 

den Widerstand und mit den Staudruck, so Hefert die Kircnhoff- 



Abb. 122. DieTrennuiigs- 
flEche der Kirchhoff schen 
Strdmtmg gegen eine 
Platte wild durch zwei 
etwas gegeneinander ge- 
setzte Paiabelbogen an- 
genahert. 


sciie Kecbnung die (dimensionslose) Widerstands- 
ziffer: 

W 

-'^= 0 , 880 , 

wahrend das Experiment den Wert 

-^= 2,0 


ergibt. 


Diese groBe Unstimmigkeit der beiden Widerstandszahlen bat ibren 
Grund daiin, daB in der wirklicben Elussigkeit alle Trennungsscbicbten 
instabil sind und sicb rascb in einzelne Wirbel auflosen. Dadurcb kann 
die Kircbboffscbe Stromung nicbt besteben bleiben. Hinter der Platte 
berrscbt desbalb aiich ein betraehtlicber Unterdruck, durch den der 
Widerstand stark vergroBert wird, Wegen der Auflosung der Trennungs- 
scbichten weicbt aucb das ganze Stromlinienbild binter der Platte in 
Wirkbobkeit wesentlich von dem theoretiscben ab, denn wabrend bier 
die IJnstetigkeitsflacben ungefabr wie zwei Parabelaste sicb ins Un- 
endlicbe erstrecken (genauer : zwei Parabelbogen mit etwas versetztem 
Brennpunkt), Abb. 122, so scblieBt sicb in Wirklicbkeit die Stromung 
bald wieder binter der Platte etwas zusammen, um sicb mit, den bier 
vorbandenen im allgemeinen unregelmaBigen Wirbeln zu vermiscben. 
Infolge der inneren Reibung der Elussigkeit klingen dann diese IJn- 
regelmaBigkeiten in der Gescbwindigkeit mebr und mebr ab, so daB 
wir weit binter der Platte wieder angenahert die ungestorte Eliissig- 
keitsbewegung baben. Bei der Bebandlung des Widerstandes von um- 
stromten Korpern im Band II werden wir gerade auf diese Erscbei- 
nung nocb ausfubrlicb zuruckkommen. 
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XII. Wirbelbewegung. 

83. Kinematik der Wirbelbewegung. Im Gegensatz zu den bisher 
betraciiteten Pliissigkeitsbewegungen handelt es sieh in diesem Kapitel 
im wesentlicben um solobe Bewegungen, bei denen in jedem Pmikt der 
Fliissigkeit oder in gewissen Teilgebieten derselben eine Drebung vor- 
handen ist, so daB also 

rot in 4*0 

ist. Da nach dem Stokesschen Satz (Nr. 45) 

JJrotin oif? == Im odr . 


ist, wo die Umrandung von g bedeutet, so ist also das Linienintegral 
langs einer beliebigen gescblossenen Kurve bei drebenden Bewegungen 
oder, wie man aucb sagt, bei Bewegungen mit Botation iin allgemeinen 
in jedem Punkte von JSTuU verscbieden. Bei der ebenen Potentialbewe- 
gung mit Zirkulation konnte — wie wir in "Nt, 72 geseben baben — 
das Linienintegral um eine gescblossene Kurve nur dann von Null 
verscbieden sein, wenn die gescblossene Linie einen singularen Punkt 
umscbloB. 

An dieser Stelle.sei nocbmals auf den in Nr. 72 dargelegten Unter- 
scbied bingewiesen, der zwiscben einer Potentialbewegung mit Zirku- 
lation und einer drebenden Flussigkeitsbewegung bestebt, 

Zunacbst erbebt sicb die Frage: Wie konnen uberbaupt in einer 
reibungslosen Fliissigkeit bzw. in einer Fliissigkeit sebr geringer Reibung 
Wirbel entsteben ? Einmal — wie wir schon 
in Nr. 55 erwabnt baben — dadurcb, daB 
beim Umstromen abgerundeter Korper 
Grenzscbicbtmaterial, das immer eine Be- 
wegung mit Rotation darstellt, in das 
Innere der Fliissigkeit gelangt, anderseits 
dadurcb, daB beim Umstromen von scbarf- 



kantigen Korpern sicb Unstetigkeitsflachen Abb. 123 a und 123 b. Die Trennungs- 
1 ‘Vt 1 • V’ T /N 1 1 .i . fiache einer reibungslosen Mssig- 

bllden, bei denen die Gescbwmdlgkeitenent- keit (a) geht bei Annahme einer end- 

weder dem Betrage oder der Ricbtung nacb 

eine Unstetigkeit aufweisen. Ein derartiges 

unstetiges Gescbwindigkeitsprofil wie in Abb. 123a wird bei der immer 
vorbandenen (wenn aucb sebr geringeu) inneren Reibung iibergeben 
in ein solcbes, wie es Abb. 123b zeigt. Das bedeutet aber eine Fliis- 
sigkeitsscbicbt mit Rotation. In Nr. 93 werden wir auf die Einzel- 
heiten, insbesondere auf die Entstebungsursacben solcber Unstetig- 
keitsflacben naber eingeben. 
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Wir batten in Nr. 72 geseben, daB rot tr> ein MaB fur die durcb- 
scbnittbcbe Drebung eines Fltissigkeitsteilcbens darstellt, die bei 
Potentialbewegungen in jedem Punkt der Fliissigkeit .(bis anf Singu- 
laritaten) gleicb Null ist. Bezeichnen wir mit q den Drebungsvektor 
eines Fliissigkeitsteilcbens, so daB | q | dessen Winkelgescbwindigkeit 
bedeutet, so ist — wie wir in Nr. 42 geseben baben — 

rot it) == 2 q . 

. Es ist nun baufig zweokmaBig und fiir die aiiscbaubcbe Vorstellung 
des BewegungSYorganges sowie fiir seine recbneriscbe Verfolgung eine 
Erleicbterung, statt des Grescbwindigkeitsfeldes tu das Feld der Brebungs- 
vektoren q zu verfolgen. 

Zunacbst stellen wir fest, daB 

diY 2 q — div rot Ju = F o F X in = 0 

ist, d. b. das Feld der Drebungsvektoren bat die geometriscben Eigen- 
scbaften eines Gescbwindigkeitsfeldes einer inkompressiblen Fliissig- 
keit. Alle kinematiscben Satze xiber Yolumenbestandige Fliissigkeiten 
lassen sicb daber sinngemaB auf Felder Yon DrebungsYektoren iiber- 
tragen. Den .Stromlinien einer inkompressiblen Fliissigkeit entsprecben 
dabei Drehungsbnien oder WirbelUnien, die also in jedem Punkt die 
Eicbtung Yon q, d. b. die Ricbtung der Rotationsacbse, besitzen. Ebenso 
wie die Strombnien nirgends im Innern einer Fliissigkeit endigen konnen, 
so ist das auch fiir Drebungs- oder Wirbellinien nicbt mogbcb ; sie 
miissen entweder gescblossene KurYen bilden oder sonst sicb im Innern 
der Fliissigkeit obne Ende f ortsetzen oder aber an den Begrenzungs- 
flacben bzw. der freien Oberflache der Fliissigkeit enden. 

Nach dem Stokesscben Satz ist 

I? ' Sf ($: 

■/JrotiD o dg ==//2q o = flu o dr = J’. 

In dem Flacbenintegral baben wir den FluB der DrebungsYektoren 
durcb die Flache diese GroBe wird die Wirbelstarke genannt. Die 
Wirbelstarke ist also gleicb der Zirkulation entlang der Eandkurve. 

Konstruiert man aus den Drebungslinien durcb eine kleine ge- 
scblossene Kurve eine Robre, so nennt man den Inbalt der Edhre 
einen ,,Wirbelfaden“. Wegen diY q = 0 ist der FluB von q durcb die 
Robre, also die Wirbelstarke, an alien Stellen des Wirbelfadens dieselbe. 

In einem binreicbend kleinen Bereicb kann die Drebungsstarke 
rot it» konstant gesetzt werden, Fiir einen Wirbelfaden Yon geringer 
Dicke ist also die Wirbelstarke genabert 1^ =: 2 q o d^. Aus ibrer Kon- 
stanz iiber die Erstreckung des Wirbelfadens folgt daber aucb, daB 
der Betrag der Winkelgescbwindigkeit q umgekehrt proportional dem 
jeweiligen Querschnitt des Wirbelfadens ist. 
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Es kommt gelegentlich vor, dafi in einem engbegrenzten faden- 
formigen Gebiet die Drebung von JSfull verscbieden ist, wahrend die 
gesamte iibrige Fliissigkeit drebungsfrei ist. Wir sprechen dann von 
einem Wirbelfaden, der von einer Potentialbewegung umgeben ist. 
Die Starke eines solchen Wirbelfadens erhalt man nacb obigem da- 
durcb, dafi man das Linienmtegral der Geschwindigkeit langs einer 
gescblossenen, den Wirbelfaden umscblieBenden Knrve bildet; diese 
darf in der den Wirbelfaden umgebenden Potentialstromnng beliebig 
gezogen werden, da innerhalb dieser der Wert des Linienintegrals un- 
veranderKch ist. ’ 

84. Der W. Thomsonsche Satz von der zeitlichen Unveranderlichteit 
der Zirkulation. Die theoretische Behandlung der Wirbelbewegung hat 
ihren Ausgangspunkt genommen von der beriihmten Arbeit von 
Helmholtz^ 5 ,tJber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, 
welche den Wirbelbewegungen entsprechen"' (1858). Bevor wir auf die 
von Helmholtz gefundenen Satze eingehen, leiten wir zunachst einen 
Satz ab, den Sir William Thomson (Lord Kelvin), angeregt durch 
die Helmholtzsche Arbeit, gefunden hat, 

. Wir bilden zu dem Zweck das Linienintegral der Geschwindigkeit 
langs einer geschlossenen fltissigen Linie \md fragen iins ; Wie andert 
sich dieses Linienintegral mit der Zeit? Da wir als Integrationsweg 
eine fliissige Linie genommen haben, d. h. eine Linie, die da^ernd ans 
denselben Flussigkeitsteilehen besteht, so ist der substantielle zeit- 
liche Differentialqnotient zu nehmen, d.^h. 

. 

dr. 

Weil der Integrationsweg eine geschlossene Knrve darstellt, kommt 
eine Differentiation nach den Grenzen nicht in Frage, so daB wir aus- 
differenziert erhalten; 

Betrachten wir zunachst das erste Integral, so ergibt sich unter 
Beriicksichtigung der Eulerschen Gleichung (S. 101) 

Setzen wir jetzt ein drehungsfreies Kraftfeld voraus 

g “gradZJ/' 

^ Vgl. FuBnote S. 169. 

Tietjens, Hydromcchanik. 2. Aafl. 
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md nehmen wir ferner an, daB die Dichte niir eine Funktion des Druckes 
ist, d. h. die Fliissigkeit sei homogen (kompressibel darf sie sein) 

so ist das unbestimmte Integral 


Den Integranden des zweiten Integrales konnen wir folgendermaJBen 
umformen : Wegen der Unabbangigkeit der zeitlicben und ranmlichen 
Differentiation ist 


^dt = d 


dt 


JJX 

-j~ ist aber die Ortsanderung des Teilchens, bezogen auf die Zeiteinbeit, 
d.h. die Geschwindigkeit to; folglich ist 


dt 


dx = dtt) , 


ind biermit 


to o dt ~ to o dto == d ~ . 


mitbin ergibt das zweite Integral: 

to^ 

Wir erbalten somit fiir die zeitliche itnderting des Linienintegrales 
langs einer fliissigen Linie 

(Es ist, nebenbei bemerkt, die rechte Seite nicbt etwa die Bemoulliscbe 

Gleicbnng, die-^ + P — ?7 == konst, lautet.) 

Gehen wir von einem Werte A der fliissigen Linie zn einem andereii 
Punkt J? der Linie, so baben wir 



Fiir das Integral Itogs einer gescblossenen Linie ist also, da dann 
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jB = ist, bei Voraussejizung^ der Stetigkeit von ti? (d. h. Trennungs- 
flachen sollen im Integrationsgebiet nicbt vorbanden sein) 


mithin 


Tt' = 

tt) o dr = konst. = jT. 


Wir haben hiermit den Satz von Sir William Thomson bewieseni 
daB in einer reibungslosen homogenen Fliissigkeit bei Annahme eines 
drehungsf reien Kraftf eldes das Linienintegral langs einer geschlossenen 
fliissigen Linie (die Zirktilation) zeitlich konstant ist. 

Beriicksichtigen wir jetzt, daB bei einer in Euhe befindlichen Fliissig- 
keit fur jede beliebige geschlossene fliissige Linie die Zirkulation ISTull 
ist (da die Geschwindigkeit liberall Null ist), so folgt, daB bei jeder Be- 
wegung einer homogenen Fliissigkeit aus der Ruhe heraus unter dem 
EinfluB eines drehungsf reien Kraftf eldes die Zirkulation fiir diese Linien 
Null bleibt. Da wir uns nun jeden Punkt der ruhenden Fliissigkeit von 
einer — an sich beKebigen — fliissigen Linie umschlossen denken konnen, 
und da anderseits das Verschwinden der Zirkulation fiir jede beliebige 
fliissige Linie der Ausdruck fiir die Drehungsf reiheit der Bewegung ist, 
so folgt mithin aus dem W. Thomsonschen Satz, daB alle Bewegungen 
aus der Ruhe heraus drehungsfrei, d. 1^. Potentialbewegungen sind. 

Dabei ist jedoch einem Umstand besondere Beachtung zu schenken: 

Die Aussage, daB bei Bewegungen einer homogenen reibungslosen 

Fliissigkeit aus der Ruhe heraus . unter der Einwirkung eines drehungs- 

freien Kraftfeldes keine Zirkulation entstehen kann, gilt allgemein 

nux fiir Gebiete, die von solchen fliissigen Linien umschlossen werden, 

die zur Zeit, als die Fliissigkeit noch 

in Ruhe war, geschlossene Kurven 

bildeten, und nur auf Gebiete, die von 

derartigen fliissigen Linien eingeschlos- 

sen werden, erstreckt sich die obige 

Folgerung der Drehungsfreiheit. Es 

lassen sich jedoch unschwer Fliissig- 
1 1 j T» V Abb. 124. Eine emeu strebenfSrmigen 

JKeitS bewegungen aus Cler JtvUneange ben, Korper umgebende geschlossene fliissige 

bei denen in der Fliissigkeit Flachen 

auftreten, die nicht im Innem der- 

jenigen Gebiete liegen, auf die sich der W. Thomsonsche Satz bezieht. 
In diesen Fallen handelt es sich dann immer um den Zusammen- 
fluB von vorher getrennten Fliissigkeitsteilen. 

Betrachten wir z. B. die Bewegung um einen schlanken streben- 
artigenKorper mit scharferHinterkante und denken wir uns, wie Abb. 124 
zeigt, diesen Korper vor Beginn der Bewegung von einer geschlossenen 

^ ','< 12 * ■ 
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fltissigen Linie, die den Korper selbst niclit enthalt, umgeben, so er- 
kennen wir in Abb. 125, dafi nacb Einleitnng der Bewegung von der 
Kante des Korpers eine Hache ansgeht, die nicht im Innern der durch 
die Bewegung deformierten geschlossenen fliissigen Linie liegt, auf die 
sich also der W. Thomsonscbe Satz nicht anwenden laBt. In dieser 
ZusammenfluBflache von vorher getrennt gewesenen Elussigkeitsteib 

chen kann dertJbergang derGe- 
schwindigkeiten voh der einen 
Seite dieser Elache zur andern 
Seite stetig sein ^ wie im an- 
genommenen Beispiel — oder 

aber entweder der Riehtung 

Abb. 125. Die durcb die Bewegung de& KSrpers defor- nrlpr AinpITn 

mierte fliissige Linie der Abb. 124. Von der echarfen oaeruem J^etiragenacn emeun- 

Hinterkante des Korpers geht eine Flacbe aus, die stetififkeit besitzen Wir SDre- 
nicht im Innem der fliissigen Linie liegt. ® _ A 

chen dann von einer Unstetig- 

keitsflache, die man — wie wir in Nr. 92 noch sehen werden — auffassen 
kann als ein Gebilde f lachenhaft verteilter Wirbelf aden. Eine solche 
Unstetigkeitsflache tritt z. B. immer bei der Bewegung von Trag- 
fliigeln auf. Wir stellen also fest, dafi das Vorhandensein von Trennungs- 
flachen mit transversalen oder longitudinalen Unstetigkeiten in der 
Geschwindigkeit nicht im Widerspriich steht mit der klassischen Hydro- 
dynamik reibungsloser Eliissigkeiten. 

Da liber die Kompressibilitat nichts vorausgesetzt wurde, so gilt 
der Satz sowohl ftir kompressible als fiir inkompressible Eliissigkeiten. 

85. Erweiterung des Thomsonsehen Satzes auf inhompgene Elussig- 
keiten durch V. Bjerkness. Eiir inhomogene Eliissigkeiten, also in erster 
Linie fiir die Anwendungen in der Meteorologie, ist der Thomsonsche 
Satz von V. Bjerkness^ erweitert und ihm eine anschauliche Deutung 
gegeben worden. Es war, da 

= grad— o dx 



(9 — y grad p +■ grad o dx . 

Solange wir von der Erdrotation absehen, d. h. die Coriolis-Kraft ver- 
nachlassigen, konnen wir g als Gradienten einer Kraftefunktion ansehen. 
Es bleibt in der letzten Gleichung noch das Integral 


■§Cbmodr = C 


gradp 


^ V. B j erkness, Vorlesungen iiher hydrodynamisohe Eernkrafte. Leipzig, 
1900—02. 
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zu untersucben : Da die Atmosphare im allgemeinen als inhomogene 
Fliissigkeit angesehen warden mnB^ d. b. da die Dichte nicht nur vom 
Druck allein, sondern auch noch vom Ort abbfcgig ist, werden die 
Flacben p == konst, nnd ^ = konst, im allgemeinen nicht identisch 
sein. Wahrend wir bei der homogenen Fliissigkeit 

batten, wird bei inhomogeiien Flussigkeiten dieses Integral im all- 
gemeinen von Null verschieden sein. 

Nacb dem Stokesscben Satz bilden wir das Linienintegrai in ein 
Flacbenintegral um: 

wobei die Form der Flacbe % — wenn Isie nur zum Rande hat — 
gleicbgxiltig ist ; dies hangt mit dem Wesen der Rotation insofern zu> 
sammen, als die Divergenz eines Vektorfeldes, das durcb Rotation eines 
anderen Vekt^orfeldes a gebildet ist, identisch verschwindet : divrot asO, 
vgl. Nr. 47, 2). 

Beriicksichtigt man, daB 

Tot^^ = vx(~yp) = v--xyp + -vxFp 

= grad grad p 


ist, so ergibt sich bei Berucksichtigung von 



C7+grad?) 


odt^O 


fiir die zeitliche Anderung des Linien- 
integrals 

(5 S 



Abb. 126. Querschnitt des Eohren- 
systems, gebildet aus den Eliichen 
p — konst, nnd 1/e = konst. 



/*/*/ 

tv o dx = (grad — X grad pj o d% . 


Fiir dieses Integral hat V. Bjerkness eine sehr anschauliche geome- 
trische Deutung gefunden : Zeichnet man aquidistante Flacben p = konst. 

und— = konst., so ergibt sich ein Rohrensystem, von dem eiii beliebiger 

Querschnitt senkrecht der Bohrenflaohen in Abb. 126 dargestellt sein 
m6ge. 1st / der Querschnitt eiiier Bohre, so ist also 


/ = 


A, 
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Da ^2 Eiettungen vori grad ~ bzw. gradp haben, und da 

der Abstand zweier Flachen — = konst., d. b. \ um so kieiner, je groBer 
grad — ist, und J ^2 kleiner, je groBer grad ist, so ist 


konst. 


konst. 


grad 


1 


I grad 2? I ’ 


naithin: 


/=- 


konst. 


konst. 


grad — grad p\ sin a 


grad —x grad 3^1 


Setzen wir die Konstante gleich I, was auf eine spezielle Wahl des 
Schrittes von p oder — hinauskommt, so ergibt sich fiir die zeitliche 
Andernng des Linienintegrals der Ausdruck 

Fiihren wir die Integration der rechten Seite aus, so erkennen wir, 
daB die Anderiing der Zirkulation in der Zeiteinheit gleich der Anzahl 
der von der Kurve ® umschlossenen Rohren ist. 

86. Dynamik der Wirbelbewegung. Bei der Behandlung des dyna- 
mischen Teiles der Wirbelbewegung konnen wir uns kurz fassen, da 
wir den Satz von W. Thomson — auf den wir jetzt zuriickgreifen — 
bereits in Nr. 84 abgeleitet haben. Es kommt, wie wir vorweg bemerken 
wollen, im wesentlichen darauf hinaus nachzuweisen, daB ein Wirbel- 
faden dauernd aus denselben Fliissigkeitsteilchen besteht, und daB seine 
Wirbelstarke nicht nur raumlich (vgl. Nr. 83), sondern auch zeitlich 
konstant ist. 

Bilden wir das geschlossene Linienintegral langs einer beHebigen 
fliissigen Linie, die den Wirbelfaden umschlieBt, so wissen wir nach 
dem Thomsonschen Satz, daB dieses Linienintegral, d. h. die Zirkulation, 
auch zeitlich konstant ist. Es ist jetzt nur noch zu beweisen, daB diese 
fliissige Linie dauernd den Wirbelfaden umschlieBt und nicht etwa von 
dem Wirbelfaden durchschnitten wird. v 

Wir denken uns jetzt aus den einzelnen Wirbellinien, die den Wirbel- 
faden bilden, diejenigen besonders gekennzeichnet, die diirch eine be- 
liebige geschlossene Kurye (£ gehen (Abb, 127), wobei wir Singularitaten 
aus unserer Betrachtung ausschlieBen. Diese Wirbellinien werden dann, 
wie schon ; erwahnt, eine Rohre bilden {eine sogenannte ' Wirbelrbhre), 
die einen Wirbelfaden zum Inhalt hat. Nun wissen wir, daB der FIuB 
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durcli eine solche Wirbelrohre (wegen div q = 0) komtant sein muB, 
d.h., die Wirbelstarke ist langs der Wirbelrohre in einem Augenblick 
konstant (Nr. 83). 

Jetzt kommt das Neue in der Beweisfiihrung insofern, daB wir 
auf irgendein kleines Flachenstiick d% (Abb. 127) in der Wand der 
Wirbelrohre den W. Thomsonschen Satz anwenden. Der FluB des Dre- 
hungsyektors durch dieses Flachenstiick, d. h. die 
Zirkulation um den Band dieser Flache, ist gleich 
Null, da das Flachenstiick unserer Annahme nach 
der Wand der Wirbelrohre angehort, durch die 
keine Drehungslinie hindurchtritt. Dann muB aber 
liach dem W. Thomsonschen Satz die Zirkulation 
und damit der FluB durch diese Flache, wenn wir 
sie als fliissige Flache betrachten, dauernd Null Abb. 127. Die eine wk- 
bleiben. Setzen wir nun die ganze Wirbelrohre beUiniel^.^^ 
aus solchen Flachenstiicken zusammen, so ergibt 
sich, daB der FluB durch die Flache der Wirbelrohre — - als fliissige 
Flache aiigesehen — dauernd gleich Null bleiben muB, Mit anderen 
Worten: Diejenigen Flussigkeitsteilchen, die gerade einmal eine Wirbel- 
rohre bilden, tun es auch nach beliebiger Zeit, d. h. Wirbelrohren bleiben 
dauernd Wirbelrohren. Aus dem raumlichen Zusammenhang ist dann 
auch sofort ersichtlich, daB die Flussigkeitsteilchen, die einmal eine 
Wirbelrohre erfiillen, immer darin bleiben. Also besteht ein Wirbelfadeii 
dauernd aus denselben Flussigkeitsteilchen. Man kann natiirlich eine 
Wirbelrohre auch auf eine einzige Drehungslinie zusammengezogen 
denken und findet so, daB auch jede einzelne Drehungslinie dauernd 
aus denselben Flussigkeitsteilchen besteht. 

Weiter ergibt sich folgendes : Eine flussige Linie, die zu einem Zeit- 
punkt eine Wirbelrohre umschlieBt, umschlieBt sie dauernd. Da aber 
nach dem Thomsonschen Satz das Linienintegral langs einer geschlosse- 
nen fliissigen Linie konstant ist, anderseits — wie eben bewiesen — eine 
einen Wirbelfaden umschlieBende flussige Linie den Wirbelfaden dauernd 
umgibt, so haben wir deh Satz bewiesen, daB die Wirbelstarke eines 
Wirbelfadens dauernd konstant ist, und daB der Wirbelfaden selber 
dauernd aus den gleichen Flussigkeitsteilchen besteht. Dieser eigen- 
artige Satz ist zum erstenmal von Helmholtz 1858 aufgestellt und 
bewiesen worden. Der bier gegebene Beweis geht auf W. Thomson 
zuriick, 

87. Die Helmholtzschen WirbelsStze. Helmholtz selber hat die 
spater nach ihm benannten Wirbelsatze in der angef iihrten Arbeit 
folgendermaBen ausgesprochen : 

Wenn ftir alle KrMte, wclche auf die reibungslose Fliissigkeit wirken, 
ein Kxaftepotential existiert, so gelten die Satze: 
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1. Kein Wasserteilchen kommt in Rotation, welches nicht von An- 
fang an in Rotation begrif fen ist. 

2. Die Wasserteilchen, welche zn irgendeiner Zeit derselben Wirbel- 
linie angehoren, bleiben ancb, indem sie sich fortbewegen, immer zu 
derselben Wirbellinie gehorig. 

3. Das Rrodukt ans dem Querschnitt und der Rotationsgeschwindig- 
keit eines 'unendlich diinnen Wirbelfadens ist langs der ganzen Lange 
des Fadens konstant und behalt auch bei der Fortbewegung des Fadens 
denselben Wert. Die Wirbelfaden miissen deshalb innerhalb der Fliissig- 
keit in sich zuriicklaufen oder konnen nur an ihren Grenzen endigen. 

Der Helmholtzsche Beweis, der eine homogene und — im Gegto- 
satz zum W. Thomsonschen Beweis — eine inkompressible Fliissigkeit 
voraussetzt, geht aus von der Eulerschen Gleichung, welche den Zu- 
sammenhang von Druek und Geschwindigkeit enthalt. Da iiber den 
Druck keine Aussagen gemacht werden konnen, eliminiert man ihn 
durch Bildung der Rotation der Eulerschen Gleichung : 


rot — grad XJ + ™ grad^ = 0 . 


Da 

und nach S. 113 


Dm 


i, 


tv Q Ftv = grad 


m2 


tv Xrot rt) 


ist, so ist, wenn wir rot m = 2 q schreiben, 


Dm 
d t 


dt 


to 


+ grad~s tvx2q. 


Setzen wir voraus, dafi die Fliissigkeit homogen ist, also 


grad p == grad P, 

so behalten wir unter Beriicksichtigung, daB die Rotation eines Gra- 
dienten identisch Null ist, 

rot = rot “ly + rot (2 q X in) = 0 

Oder, da 

.dm d _ ft dq 

und 

rot(c|:Xtt>) = Fxcf><lD = Fo(tDq — 

= (F o toq,+ to o Fq) — (F o q to H- q 0 F to) 

= q div to + to o F q — to div q — q o F to , 

also wegen div q = Y (div rot to) s 0 

rot (q X to) = q div to to o Fq — q o Fto 
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ist, so erhalt man mit 


die Beziehung 


q divtt) . 


Dies ist die Helmholtzsche Ausgangsgleichung. Fiir die weitere Unter- 
suchimg wird die Fliissigkeit noch als inkompressibel angenommen, 
also divm = 0 (hierin liegt die tJberlegenheit des W. Thomsonschen 
Satzes gegeniiber dem von Helmholtz, da W. Thomson nicht In- ' 
kompressibilitat voraussetzt, sondern niir Homogenitat annimmt, wah- 
rend die Fliissigkeit kompressibel sein darf). Es bleibt somit 

- , ■ 
Die geometrische Bedeutung dieser Gleichung ist folgende: Wir be- 
traehten zwei dicht benachbarte ^ ^ 

Flussigkeitsteilehen 1 und 2, deren 
Verbindungsstreckezueiner bestimm- 


ten Zeit in der Botationsachse des 


Fliissigkeitsteilchens liegt und die 
Lange a q hat. Es ist dann offenbar 
(Abb. 128) 

dt=:=eq. 


Abb. 128. Zwei dicht benachbarte Flussig - 
keitsteilchen I und 2, deren Verbindungs- 
linie in einem bestimmten Zeitpunkt in 
der Botationsachse des Fliissigkeitsteilchens 
liegt, bewegen sich immer derartig^ daB 
ihre Yerbindungslinie in der jeweiligen 
Botationsachse bleibt. 


1st die Geschwindigkeit desersten "^KSXe biei^^^^ 

Teilchens h)i nnd die deszweiten n)2, 

so ist “ da 1X3 eine regulare Funktion vOn r ist — nach dem Taylor- 
sehen Satz, wenn man mit dem linearen Gliede in dt abbricht, 

Nach Verlanf der Zeit d t haben heide Fiiissigkditsteilchen ihre Lage 
im Ranme geahdert : das erste Teilchen hat den Eadiusvektor % + tOidt, 
das zweite Teilchen t 2 + dt, so dafi die substantielle Anderung von 
dx sich zu 

Ddx^Xo^di’-tQ^dt ^ 

ergibt. Man erhalt somit fur die substantielle Anderung des Verbindungs-i 
vektors der beiden Fliissigkeitsteilchen in der Zeiteinheit ' 

i> . . . ■ - ... 


wofur wir auch nach obigem schreiben konnen: 


Oder mit 




it — eq 


■it = eq o FtD . 



186 


Bynamik der reibimgslosen Fitissigkeiten. 


~ Anderseit^ liat sich bei der Bewegung der beiden Miissigkeits- 
teilcben in der Zeit dt aucb der Brehungsvektor geandert, und zwar 
— bezogen auf die Zeiteinheit — nach der Helmholtzschen Gleichung 


um 


Sa 

dt 


= q o Fit) . 


Bas ergibt aber mit der vorigen Gleichung 


D j D 


Helmholtz schlieBt jetzt so: Wenn die Proportionalitat von dr 
mit q zu einer Zeit d = bestanden hat, so wird sie auch zur Zeit 
t = Iq + dt gelten, also bei wiederholter Anwendung des soeben ab- 
geleiteten Satzes fiir beliebige Zeiten. 

Bie Verbfixdungsstrecken zweier beiiebigen auf einer Wirbellinie ge- 
legenen dicht benachbarten Fliissigkeitsteilchen andern sich also in einem 
Zeitelement nach GroBe und Bichtung gerade sowie die entsprechenden 
Brehungsvektoren (Abb, 128 ). Sind also einmal irgendwelohe Flussig- 
keitsteilchen auf einem Element einer Brehungslinie, so bleiben sie 
dauernd darauf* fiir die ganzen Brehungslinien ergibt sich dann das 
gleiche, Ba nun ferher dr sich proportional mit q todert und dr wegen 
der vorausgesetzten Volumenbestandigkeit sich umgekehrt proportional 
dem Querschnitt df des WirbeKadenstlickes andern muB, damit bei einer 
Streckung des Stiickes das Volumen konstant bleibt, so ergibt sich, daB 
dasProdukt aus Querschnitt einer Wirbehohre und der zu diesem Quer- 
schnitt zugehorigen Rotation konstant ist. Biese Konstanz der „Wirbel- 
starke** ist librigens nichts anderes als der Flachensatz der Mechatiik 
der Massensysteme. Bieser sagt aus, daB bei Abwesenheit von Breh- 
momenten bei einer Anderung des Tragheitsmomentes des Systems 
sich die Winkelgeschwindigkeit umgekehrt proportional dem ‘Tragheits- 
moment andert (Brehschemel). Bei einer kleinen Befprmation eines 
Fliissigkeitsteilchens andert sich tatsachhch das Tragheitsmoment wie 
der Querschnitt, wenn angenommen wird, daB das Teilchen vorher 
rotationssymmetrisch war, 

tJber die hier gebrauchten Benennungen, die z. T. von denen von 
Helmholtz abweichen, mag nachtraglich noch folgendes* bemerkt 
werden. Helmholtz nannte das, was bier ,,Brehung‘‘ genannt ist 

^q = Y rot , den ,,Wirbeb'. Mit dieser Anwendung des Wortes ,,Wirbeb' 

kommt man jedoch in Widerspruch mit dem gewohnlichen Sprach- 
gebraueh, der unter einem Wirbel eine kreisende Flussigkeitsbewegung 
versteht. Nach Helmholtz wiirde die rein gleitende Laminarbewegung 
einer rpibenden Fliissigkeit eine „Wirbelbeweguhg“ sein, was dem 
sonstigen Sprachgebrauch durchans widerspricht. In diesem Buche 
wird das Wort ,,Wirbeb' hauptsachlich gebraucht fiir die kreisende Be- 
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wegung urn einen isolierten ,,Wirbelfaden“ (vgl. Nr. 71); die Laminar- 
bewegungen besita^en „Drebung** oder Botation, aber sie besitzen teinen 
WirbeL 

88. Das (jeschwindigkeitsfeld in der Umgebung eines isolierten 
Wirbelfadens, das Biot-Savartsche Gesetz. Wir gehen jetzt dazu iiber, 
die Wirkung eines einzelnen Wirbelfadens auf seine Umgebnng zu unter- 
suchen, d. h. wir fragen nach dem mit dem Wirbelfaden zusammen- 
hangenden Gescbwindigkeitsfeld der Fliissigkeit auBerbalb des Wirbel- 
fadens. Da wir in der Umgebung des Wirbelfadens q =:= 0 annehmen 
wollen, haben wir bier eine Potentialbewegung, und es fragt sich also : Wie 
laBt sicb die Potentialfunktion dieser durcb den Wirbelfaden bedingten 
Bewegung angeben. Das obne Wirbelfaden einfacb zusammenhfegende 
Gebiet wird, wenn wir den durcb den Wirbelfaden eingenommenen Baum 
als nicbt zu dem' Gebiet geborig anseben, zweifacb zusammenbangend. 


Abb. 130. Mehrdeutiges Potential; ^enn 
der geschlossene Integrationsweg die Ver- 
zweigungsfrache dnrchschneidet, findet ein 
Potentialsprung statt. 

Der einfachste Fall ist der, den Wirbelfaden so konzentriert anzu- 
nebmen, daB er als linienformig angeseben werden kann. 

Scbneiden wir nun den Eaum, den die Fliissigkeit einnimmt, langs 
einer (beliebigen) Flache durcb den in sicb geseblossenen Wirbelfaden 
auf, die den geseblossenen Wirbelfaden zum Rand bat (Abb. 129), so 
haben wir aus dem zweifacb zusammenhtogenden Bereicb einen ein- 
facb zusammenhangenden erhalten. Fiir jeden geseblossenen Integra- 
tionsweg (E) in diesem einfacb zusammenhangenden Bereich, der die 
Verzweigungsflache also nicbt schneidet, haben wir dann 

d 

§tt) o dr = 0 . 

Das Linienintegral zwischen zwei Punkten G und A ist 

, a - ■; " 

Jit) O dx ^ ^A -- > 

Legen wir den Integrationsweg E, wie in Abb. 130 ersichtlich, von 
Punkt A nach A', so ist 


0 - 





Abb. 129. Verzweigungsflache durch 
den in sich geschlossenen Wirbelfaden. 


188. Dynamik der reibimgslosen Fliissigkeiten. 

Lassen wir jetzt nach A konvergieren, so erhalten wir 

§tn o dt = r, 

d. h. es findet beim Durcbsciineiden der Verzweigungsflache ein Potential- 
sprung jT statt. Dieser Potentialsprung ist fiir alle Stellen, an denen 
die Verzweigungsflache durchschnittenwird, gleich grofi, wie aus Abb. 131 
zu ersehen ist. Wahlt nian den Integrationsweg derartig, daB er die 
Verzweigungsflache bei J5J5' durchschneidet statt h%i A A% indem 
man bei A und bei A' je einen Kurvenzweig und anfugt, 

so fiigt man im ganzen einen geschlossenen W'eg in einem einfach 
zusammenhangenden Bereich hinzu, da ja die Verzweigungsflache 
auch irgendwie anders; z, B. in der gestrichelten Form, gezogen werden 
kann. Das Linienintegral auf diesem geschlossenen Weg ist aber Null, 
also der Potentialsprung == jT^ . 

Bei Fortlassung der durch die Verzweigungsflache gewonnenen 
Scheidewand ist also das Potential unendlich vieldeutig, und zwar 


^ 4 - + ±±±±ili±±± + 4 . . 1 . . 
A) 



Abb. 181. Mehrdeutiges Potential; der Abb. 132a. Verzweigungsflache, aufgefafit ala eine 

Potentialsprung ist fiir alle Stellen, an mit QueUen (+) und Senken (— ) doppelt belegte 

denen die Verzweigungsflache durch- Fiache. 


schnitten wird, gleichgrofi. Abb. 132b. Das Peld des Potentialausgleiches 

der Boppelfiache. 

nimmt es bei jeder Umschlingung des Wirbelfadens um den Wert F 
zu. r ist dabei nichts anderes als die Wirbelstarke des Fadens. 

Hierin haben wir eine analoge Erscheinung, wie sie bei einem Magnet- 
felde eines von einem Strom durchflossenen Leiters auftritt. Ganz all- 
gemein sind die Analogien z wischen den von Wirbelf aden erzeugten 
Geschwihdigkeitsfeldern und den durch elektrische Strome herVor- , 
geruienen Magnetfelderh so groB, daB sich viele Satze und Beweise 
der Elektrodynamik direkt auf die Hydrodynamik libertragen lassen, 
wenn man statt des elektrischen Stromes Wirbelfaden und statt des 
Magnetfeldes Geschwindigkeitsfeld setzt. 

Wir wollen nun die Aufgabe bebandeln, zu einem gegebenen Wirbel- 
faden das Potentialfeld zu ermitteln. Hierfiir bietet sich uns die aus 
der^ Elektrodynamik bekannte Methode der Doppelbelegung dar. Wir 
denken uns die Verzweigungsflache (Abb. 132 a) auf der einen Seite 
stetig mit Quellen (+ + + +), auf der anderen Seite in gleicher Weise 
mit Senken ( ) belegt. Nehmen wir jetzt statt der Verzweigungs- 

flache eine Boppelfiache von endlicher aber kleiner DickeA (Abb. 132b), 
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so wird dadurch die Unstetigkeit, der Potentiakprung, beseitigt, Der 
weitaus groBte Teil des aus den Quellen kommenden Stroms flieBt un- 
mittelbar den Senken zu und erzeugt bier auf der kurzen Strecke h 
einen groBen PotentialunterscMed. Die Starke der Quellen und Senken 
sei so bemessen, daB dieser PotentialunterscMed iiberair gleich F ist. 
Nur ein verbaltnismaBig geringer Teil des Quellstromes flieBt auBen 
herum und bildet so das librige Feld. 

1st Q die Ergiebigkeit einer punktformigen Quelle pro Zeiteiii- 
beit, so ist der Betrag der Gesebwindigkeit to in der EntferUung a 
von der Quelle gleicb der Piussigkeitsmenge pro Flaebeneinheit 


: JU- = ■ 


mitbin ist das Potential der Quelle : 

a 




di 


0 = J wda = konst. 








Ana 


entsprecbend fiir eine Senke: 


A 






h 


'"■1 


= konst. + 


Q 


An a \ 


Abb. 133. Das Potential einer Doppel- 
belegung im Aufpunkt A fiir ein 
Placheneleinent d\. 


Das Potential einer Doppelbelegung im Aufpunkte^^ fur ein Flacben- 
element dJ/ ist, wenn g die Quellintensitat pro Fiacbeneinbeit und 
und die Entfernung von A zum Quell- bzw. Senkflacbenelement 
ist (Abb. 133) 


d0 = 


qdf 


: jdf g# /.l 

' A. trr n : A tt \ /Tf 


Es ist aber 


== CL. •+ A cos a , 
und, da A gegen a klein angenommen wird, 


JL JL ^ ^0g 0^^ 


mitbin 


d0 


<2- a- 


Ana^ 


A cos a. 


Die Gesebwindigkeit im Innern der Doppelbelegung ist, da bis auf einen 
versebwindenden Anteil alle Quellergiebigkeit innen durebstromt, gleicb 
der Quellergiebigkeit pro Fiacbeneinbeit der, Potentialzuwacbs also 
= g-A, Dieser soil aber fiir nach Null konvergierendes A gleicb jT sein, 

also,..' ■' , ■; ' , , „ ■ 

, : qh ^ konst.' 

Damit ergibt sich 

r dfcoaoc - ' '' 

An , '' 


d0 
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= do) ist jedoch der raumliche Winkel, unter dem die Elache 

d/ voH aus erscheint; er ist gleich dem Elackemnhalt, den die Pro- 
jektionsstrahlen nach dem Rande von d/ ans der Einheitskugel nm 

4 alsMittelpunktaussciineiden. 
yT 0 \ Integriert man schlieBlich 

, iiber die gesamte Elache 

/ welche von der geschlossenen 

WirbelHnie nmrandet w so 

^ ^ erhalt man als Potential im 

Pankte 4: 

wo- 5 der raumliche Winkel 
ist, unter dem die geschlossene 
e Wirbellinie Ton dem Punkt, 

ersclieint, wenn dieser eine den Wirbelfaden tun- f-(ir den 0 gebildet ist Cr- 
kettende Bahn beschreibt. ’ 

scheint (Abb. 134). Bewegt 

man den Aufpunkt A in einer den WirbeKaden umkettenden Bahn, 
so ergibt sich aus Abb. 134 fiir den rtomlichen Winkel eine Zunahme 
um 4 71:. Man erkennt somit auch hier wieder, daB das Potential 0 bei 
einem geschlossenen Umlauf um den Wirbelfaden durch die Verzwei- 

gungsflachehindurchumj^ *4 71 = P 

\ zugenondmen hat. 

\ ) Um die Geschwindigkeitsver- 

A ^ teilung zu erhalten, haben wir den 

Gradienten von ^ zu bilden, wofur 
sich, da P konstant ist, 


h) = grad0 


grad CO 


Abb. i35v verscbiebung des Aufpunktes A erffibt. Zur Berechnunff von ffrad CO 
■um die strecke cZr. - i.- v • • x a-ut. iok 

verschieben wir jetzt in Abb. 135 

den Aufpunkt 4 um den Vektor dr nach 4' und erhalten daraus die 

iinderung des raumlichen Winkels 


dc5 = dr o grad a> , 

Da es nur auf die relative Bewegung des Aufpunktes zum Wirbel- 
feld ankommt, kann man auch, anstatt den Aufpunkt zu verschieben, 
den Wirbelfaden parallel mit sich um gleich viel in entgegengesetzter 
Richtung bewegen, Wir fragen uns also: Wie andert sich der raumliche 
Winkel- d> , wenn der Wirbelfaden (E) um die Strecke dr parallel nlit 
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sich verschoben wd (Abb. 136) ? Die Anderung von c5 ist offenbar 
gleich der Projektion der Zylinderflache auf die EinheitskugeL 
Ist d^ ein Element des Wirbelfadens so ist ein Element der Zylinder- 
ilache dt><d% und die Projektion dieses Elacbenelementes auf eine zum 
Radiusvektor a senkreclite Ebene gleich 

dtXd4 o -^ = dxo d^X-^ 
d (h 

und also die Projektion auf die Einheitskugel 


Mithin ist die Projektion der Zylinderflache ©E' auf die Einheitskugel, 
d. h. die Winkeltoderung 


\xa 


d(o = § dx o“ 

und da dr konstant ist 
(Parallelverschiebung) 




d§x a 


dm = dx o 

Da anderseits 

dm = dx o grad m 
ist, so folgt 



Abb. 136. Inderung des raumlicben Winkels, unter dem die 
geschlossene Wirbellmie von A ans erscbeint, wenn der 
Wirbelfaden sich nm die Strecke dt parallel m sich selbst 
verschiebt. 


grad m 


Vi, 




Setzen wir diesen Ausdruck in 


tu = ^ grad d) . 

SO ergibt sich schlieBlich 



d^X a ist dem Betrage nach gleich d5*arein (d^, a) und hat die Rich- 
tung senkrecht zu d§> und a. Die Geschwindigkeit in setzt sich also 
additiv aus den Beitragen der einzelnen Wirbelfadenelemente d^ zu- 
sammen, und zwar hat ein solcher Beitrag die Richtung senkrecht zu 
d§ und a, ist proportional dem Sinus des Winkels zwischen d^ und a 
und umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung a vom Auf- 
punkt. Dies ist aber genau das Biot- Savartsche Gesetz der Elektro- 
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dynamik, in welchem wir die Rechenvorschrift besitzen, nach der das 
Magnetfeld in der Umgebung eines beliebigen stromdnrchflossenen 
Leiters berechnet werden kann. 

• Liegt der Wirbelfaden in einer Ebene (Abb. 137), so vereinfacht 
sich die obige Gleichnng zu 

Ais ein Beispiel fiir den letzten Fall wollen 
wir das Gescbwindigkeitsfeld eines unendlicb 
langen geraden WirbeHadens von der Zirkula- 
tion r berechnen (Abb. 138). Nach der letzten 
Gleichung haben wir dann: 


Abb. 137. In einer 

Ebene gelegener 

1 _ F p 

c?5sin a 

krunamliniger 

Wirbelfaden. 

^ 4::7r J 


Fiihren wir den Winkel a 

■— 00 

als neue Variable 

ein*, SO ist 

und 

ferner 

Mithin 

— 5 = JKctga 

7 JR d oc 

ds—,,. 
sin-^a 

E 

sma 






also 


Man kann das gleiche 
Resultat noch eirdacber 
ableiten, wenn man durch 


A eine Ebene senkfeobt zum Wirbelfaden legt und das Linienintegral 
langs eines Kreises (K) in dieser Ebene bildet ; es ist dann 


Oder, da 

ist, 

also 


§ 'vo o dx 
tt) \\dx 

'' \ 

r = §wdr == w 27 tB , 
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Die vorstehende Becbnung bleibt aber aucb braucbbar, wenn der 
Wirbelfaden aus mebxeren geradlinigen Strecken besteht. Es sind dann 
nur die Grenzen in den einzelnen Integralen richtig einzusetzen. ^ 

89. TereinfaeMer Aulbau eines Wirbelfadens durch Annahme eineg 
Wirbelkemes mit komtanter Rotation. Fiir viele tlberlegungen geniigt 
es banfig, sich von einem Wirbelfaden folgendes, die wirklichen Ver- 
baltnisse vereiofachendes Bild zu machen: 

Die isolierten Wirbelfaden sind in der Begel so aufgebaut, daB ibre 
Rotation im Zentrum am groBten ist und zum Rande albnabbcb 
bis anf Null abfallt. Statt dessen pflegt man bei den Recbnungen 
einen Wirbelkern von kon- 
stanter Rotation anzunebmen 
(den man also im Falle eines 
geraden Wirbelfadens als einen 
rotierenden starren Korper be- 
tracbten kann), wabrend auBer- 
balb dieses Kernes Potential- 
stromung angenommen wird 
(Abb. 139). Die Umfangsge- 
scbwindigkeit des starr an- 
genommenenKernesbangt dann 
mit dessen Winkelgescbwindig- 
keit 5 durcb die Gleicbung 

zusammen, wenn der Radius 
des Kernes ist. 

AuBerbalb des Kernes, in einem Abstand r vom Mittelpunkt des 
Kernes bertscbt, da wir bier Potentialstromung baben, die Gesobwindig- 
keit (Abb. 140) p ^ 


Die Zirkulation F ist gleicb der Wirbelstarke : 

r = TOttO*7t7j = 2q>7t7^, 

Anderseits ist aucb F — 2 nji* | tOi | == 2 rj g, was mit vorstebendem 
libereinstimmt. 

Mit diesem Wert von F ist also fiir die Potentialstromung 



Eiir r = ist demnacb die Gescbwindigkeit der Potentialstromung 
und die des Kerns gleicb groB. 

Tietjens, Hydromechanik. 2. Aufl. 



Abl?. 139. Vereinfachter Aufbau eines Wirbelfadens 
durch Annahme eines Wirbelkemes von konstanter 
Rotation. 

Abb. 140. Geschwindigkeitsverteilnng eines Wirbel- 
fadens und eines von Potentialstromung umgebenen 
Wirbelkemes. 
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Fiir die Komponenten u (in der a;-Richtung) und t; (in der y-Rich- 
tung) ergibt sich 

\\ \ V I . i ^ 

^ = - h) to 

Dies gibt im Kern 

u-= — qy\ v — qx\ 
in der Potentiaktromung 

Fur die Geschmndigkeitsverteilung erhalten wir nach den vor- 
stehenden Gleichungen fiir [ tt) | bei Annahme eines Wirbelkernes das 
in Abb. 140 scbraffiert dargestellte Bild. 

90. Bewegung imd gegenseitige Beeinflussimg von einzelnen Wirbel- 
laden. Wir kommen jetzts zu den Bewegungen der einzelnen Wirbel 
nnd gehen aus von dem Helmholtzschen Satz, daB jeder Wirbel dauernd 
(auch bei seiner Bewegung) aus denselben Fliissigkeitsteilchen gebildet 
wird. Es folgt daraus, dafi ein Wirbel, wenn seinem eigenen Geschwindig- 

keitsfeld ein weiteres Geschwindigkeits- 
feld iiberlageft wird, an der Bewegung. 
dieses Geschwindigkeitsfeldes teilnimmt. 
Eine solche Gberlag^rung eines Geschwin- 
digkeitsfeides zu dem scbon bestehenden 
des Wirbelfadens baben wir z. B., wenn 
ein Wirbelfaden durch das Feld eines 
anderen beeinfluBt wird. 

Als ein Beispiel hierfiir betracbten wir 
zwei unendlich lange einander parallele 
gleicbsinnige Wirbelfaden von der Zir- 
kulation und Die beiden durch 
und hervorgerufenen Potentialfelder 
iiberlagem sich, ebenso dieentsprechenden 
Geschwindigkeitsfeldei’- Betragt in Abb. 141a die Entfernung der beiden 
parallelen WirbelfMen so ist die Geschwindigkeit im Punkte 2, 
herruhrend vom Wirbel p 

und im Punkte i, herruhrend vom Wirbel /"g, die Geschwindigkeit 



wobei beide Geschwindigkeiten und senkrecht zu a gerichtet sind 
und im Falle gleichen Vorzeichens von und F^ entgegengesetzte 
Richtung haben. 



Abb. 141. Gegenseitige Beeinfluasung 
von zwei unendlich langen einander 
parallelen Wirbelfaden: a) beide Wir- 
belfaden haben verachieden starke aber 
gleicbsinnige Zirkulation; b) beide Wir- 
belfadeu haben gleichstarke aber un- 
gleichsinnige Zirkulation. 
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Legt man jedem Wirbelfaden ein Gewicht gleich dem seiner Wirbel- 
starke bei, so kann man als Scbwerpunkt des Systems derbeiden TOrbel 
den Punkt anf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden Wirbel- 
faden definieren, fiir den 

ist. Die Geschwindigkeit dieses Schwerpunktes ist mm : 

A + A ■ 

Die Ausrecbnung ergibt, daB dies gleich Null ist. Der Scbwerpunkt 
der beiden Wirbelfaden bleibt also in Rube. Dies bedeutet im tibrigen 
nur, daB dauernd derselbe Raumpunkt das Zentrum fiir die Babnen 
der um diesen Punkt rotierenden Wirbelfaden ist; uber die Pliissig- 
keitsbewegung in diesem Punkt ist gar nicbts ausgesagt, sie braucbt 
keineswegs Null sein. 

Die analogen "nberlegungen gelten fiir bebebig viele gerade und ein- 
ander parallele WirbelfMen. Wir konnen sagen, daB jeder einzelne 
Wirbelfaden sicb gerade so bewegt wie die ubrigen Wirbelfaden es ibm 
vorscbreiben (diese Aussage stammt schon von Helmholtz, ebenso 
wie der obige Scbwerpunktssatz). 

Als ein^n weiteren speziellen Fall betrachten wir nocb die Bewegung 
zweier Wirbel von entgegengesetzt gleicber Zirkulation: 




A- 


Hier liegt der Scbwerpunkt der beiden Wirbel im Unendlicben, d. h. 
das „Wirbelpaar" fiibrt eine geradlinige Bewegung aus (Abb. 141 b). Der 
Wirbel mit der Zirkulation bewirkt eine Bewegung des Wirbels A 
mit der Geschwindigkeit 

‘ 27ta 

senkrecbt zur Verbindungslinie. Umgekebrt bewegt der Wirbel mit der 
Zirkulation A Wirbel A Geschwindigkeit 

2ua 

ebenfalls senkrecbt zu a. Da nun A == A bewegt sicb das Wirbel- 
paar mit der konstanten Geschwindigkeit 

r 

2na 

senkrecbt zu ihrer VerbindungsUnie. Die Geschwindigkeit in der Mitte 
zwiscben den beiden Wirbeln ist gleich 


271 - 


271 - 


2r 

Tta 


d. h. gleich der vierfachen Fortsohreitungsgeschwindigkeit des Wirbel- 
paares. 


13 * 
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Fur die Flussigkeitsteilchen auf der Verbindungslinie der Wirbel- 
acbsen ergibt sich aus der Beziehung 




r 

2nr 


die Gescbwindigkeitsverteilung der Abb. 142. 

Ilm das System der Stromlinien bzw. der Linien konstanten Po- 



Abb. 142. Geschwindigkeltsverteilung in. der tlmgebung eines geraden Wirbelpaares. 


tentials zu erhalten, gehen wir am besten auf die komplexe Darstellung 
eines Wirbels zuriick. Die Stromungsfunktion eines geraden Wirbels 

lautet in dieser Schreibweise nach Nr. 78 

F — ilnz = 0 

Fiir zwei gegenlaufige gerade parallele 
Wirbel, deren Achsen die z-Ebene in 
den Punkten schneiden 

mogen, baben wir somit 

•P ^ i [In (2 - %) - In (2 - «2)] . 

Oder 

Abb. 143. Linien konstanten Potentials 

and Stromlinien fur zwri gerade Wirbel Die Kurven konstanten Potentials 
von entgegengesetzt gleicher Zirkulation 

(nicht stationare stromung, da das Wir- sind also Linien, fiir die kon- 

belpaareineEigengesehwindigkeitbesitzt). . , . , txt. it -i i t 

stant ist. Wir naben also nacn dem 
Satz vom Peripheriewinkel in Abb. 143 als Kurven (P — konst, ein 
Kreisbiiscbel durck % und 22 . 

Die Kurven, fiir die W = konst, ist ■ — also die Stromlinien — , sind 

dann das dazu orthogonale Kreisbiischel (ELreise mit konstantem ~ 

V ^2- 

Wir miissen allerdings dabei beriicksichtigen, daB dieses Strom- 
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linienbild wegen der Bewegung der Wirbel niobt stationar ist. Uin 
einen stationaren Bewegungsvorgang zu bekommen, miissen wir 

die Eigengesch-windigkeit der Wirbel, die wir zu bestimmt haben, 
in Abzug bringen. Das sicb dann ergebende Stromlinienbild zeigt Abb, 144. 


Im Unendlicben baben wir die 

Geschwindigkeit in der 

Mtte der Verbindnngsiinie die 
SJT 

Gescbwindigkeit in ent- 

gegengesetzter Eichtung. Wie 
man in Abb. 144 erkennt, bilden 
sicb zwei Arten von Strombnien : 
in sicb gescblossene Strombnien 
und solcbe, dienicbt gescblossen 
sind. Pbysikabscb bedeutet das 
ein Mitwandern der innerbalb 
der gescblossenen Strombnien 
befindbcbenFliissigkeitmit den 
Wirbebi oder — aufgefaBt vom 
Standpunkt der rubenden Wir- 
belfaden (stationar) — ein Um> 
stromen einer rotierenden Fliis- 



Abb. 144. Das der Abb. 143 entgprechende stationare 
Stromlinienbild der Bewegnng zweier gerader Wirbel 
von entgegengesetzt gleicher Zirkulation. 


sigkeitsmasse, die wie ein starrer Korper in der Fliissigkeit wandCrt 
(in der Abbildung gestricbelt gezeicbnet). 

Ein Wirbelring bat mit einem Wirbelpaar insofem eine gewisse 
Verwandtscbaft, als ebenfalls eine gegenseitige Beeinflnssung der 
Elemente des Wirbebings stattfindet, und der Wirbel- 
ring dadurcb eine Eigenbewegung erbalt. Die Inte- 
gration ist jedocb in diesem Fall wesentbcb verwickelter. 

Es zeigt sicb, daB die Fortscbreitnngsgescbwindigkeit 
groBer ist als beim Wirbelpaar und zwarum so groBer, 
je kleiner der Durcbmesser des Wirbelkernes ist. Be- 
zeicbnet man mit D den Durcbmesser des Wirbebinges und 
mit d den Durcbmesser des Kernes (Abb. 145), so ergibt 
die Becbnung fur die Fortscbreitnngsgescbwindigkeit 

g2) 1 \ Wirbelring. 

d ■ ~ Ty * 




Hab§n wir es nicbt mit einem einzelnen kreisformigen Wbbebing 
zu tun, sondern mit mebreren, so wbken die einzelnen Wirbebinge 
naturlicb aucb gegenseitig aufeinander ein. Kebmen wir zunacbst zwei 
Wbbebinge von gleicbem Umlaufssinn, also gleicber Fortscbreitungs- 
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richtung, so auBert sich die Einwirkung der beiden Wirbel aufeinander 
insofern, als sich der vordere Wirbelring erweitert ixnd dadurch an Ge- 
schwindigkeit abnimmf, wahrend der hintere Wirbel sich zusammen- 
zieht nnd dabei seine G:eschwindigkeit vergroBert, bis schlieBlich der 
kleinere Wirbel mit der groBeren Geschwindigkeit dnrch den groBeren 
und langsameren Wirbel hindurchschltipft. Damit ist der zunachst 
hintere Wirbel zum vorderen Wirbel geworden, und das Spiel beginnt 
von neuem. ^ 

Zwei gleiche kreisformige Wirbelringe auf der gleichen Achse, aber 
mit entgegengesetztem Umlaufssinn, also entgegengesetzter Fortschrei- 
tungsrichtung, beeinflussen sich derartig, daB sie sich einander nahern, 



Abb, 146. Abb. 147. Abb. 148. 

Abb. 146 bis 148. Stationare Stromlinien von Wirbelringen mit verschiedeji dicken Wlrbelkemen. 


indem sie bei ihrer Annaherung ihren Durchmesser dauernd vergroBern 
und dadurch an Geschwindigkeit so stark abnehmen, daB sie in endlichen 
Zeiten nicht miteinander in Beriihrung kommen. Da sich die Ebene, 
nach der beide Wirbelringe dauernd sich mehr und mehr nahern, wie 
eine feste Wand verhalt, so konnen wir sie uns auch durch eine solche 
ersetzt denken, d. h. ein kreisf5rmiger Wirbelring, der sich gegen eine 
feste Wand bewegt, erreicht diese Wand niemals, da seine Geschwindig- 
keit dauernd abnimmt, wahrend sich sein Durchmesser entsprechend 
vergroBert. 

Man hat kuch fiir Wirbelringe untersucht, welcher Flussigkeits- 
korper vom Wirbelring bei seiner .Bewegung mitgeschleppt wird. Da- 
durch, daB man — wie beim Wirbelpaar — dem Geschwindigkeitsfeld 
des Wirbelringes eine Geschwindigkeit entgegengesetzt gleich der 
Fortschreitungsgeschwindigkeit des Wirbelringes liberlagert und so 
den Bewegimgsvorgang stationar macht, erhalt man fur verschieden 
dicke Wirbeikerne ein Verhalten gemaB den Abb. 146 bis 148. Abb, 146 
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zeigt fiir einen Wirbelring mit verhaltnismaBig dickem Wirbelkern, 
wie die Stromung um einen ' dauernd ans den gleichen Fltissigkeits- 
teilcben gebildeten Korper (in der Abbildung gestrichelt gezeichnet) 
flieBt. Abb. 147 zeigt, wie diese Stromung fiir einen kreisf ormigen Wirbel 
mit diinnerem Wirbelkern abgeandert wird, nnd auf Abb. 148 erkennt 
man, wie fiir noch diinnere Wirbelkerne die am Wirbelring haftende 
Fliissigkeit selber einen Ring bildet. 

Erzeugt man einen solcben Wirbelring in einer gefarbten Fliissigkeit 
und laBt ibn in eine ungefarbte hineinwandern, so wird der in Abb. 146 
bis 148 dargestellte Fliissigkeitskorper sichtbar, da er aus gefarbter 
Fliissigkeit bestebt (Raucbringe usw.). "Dber die Erzengung von geraden 
WirbelfMen nnd von Wirbelringen vgl. Nr. 71 nnd Nr. 93. 

91. Drnekverteilung in der Umgebung eines geraden Wirbels. Unter 
der vereinfacbenden Annabme eines Wirbelkernes laBt sicb ancb leicbt 
die Drnckverteilnng in der Umgebnng eines geraden Wirbels berecbnen. 
Ans der Eulerscben Gleicbnng erbalten wir nnter Beriicksicbtigung, 
daB wir eine stationare Bewegnng baben, 

Q 

Bei der Kxeisbewegung ist | in o P in | = — (Zentripetalbescbleu- 
nignng). Der Drnck wacbst nacb anBen. Es ist also: 


1 dp 

Q dr r 


Setzt man den Drnck im Unendbcben gleicb Pq, so ist der Drnck irgend- 
wo weiter innen 

r 

r 

fiir die Potentialstromnng ist also mit w = 

F ^ — g 

r 

Damit wird in t)bereinstipamnng mit der Bernonlbscben Gleicbnng 
p = Der Drnck im Kernradins wird biermit 


Innerhalb des Kerns ist 




8 rl ' 


Fr 


w = 


A O 3 
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damit wird 


Ql^dr = -§^]rdr: 


Qr^rl-r^) ^ 


hiermit wird im Kern 


= Pi- ej 


j QT'^(2rl — r^) 

— dr = 'Pa- (Paraboloid). 


r = 0 liefert den Brack in der Mtte: 


Es ist 


Tin r ^ To 4 ji:2 ^2’ • 
!Po — Pm=.^{P(r—px). 


Es sei dazu bemerkt, daB im Kern, wo Drehungherrscht, die Bernoul- 

lische Gleichnng nicht mehr gilt. 

Abb. 149 zeigt dieDrackverteilung 
im Vergleick mit der Geschwindig- 
keitsverteilung. 

92. Zusammenhang der Wirbel- 
bewegung mit TJnstetigkeits- bder 
Trenmingsfldchen. Es laBt sich — 
wie wir schon in Nr. 83 erwahnten — 
das Eintreten von Botation nicht 
nur mit Hilfe der in das Innere der 
Elxissigkeit gelangenden Fliissigkeits- 
teilchen aus den Grenzschichtgebie- 
ten erklaren, sondern es gibt anch 
bei vollkommen reibungsloser Elxis- 
sigkeit einen Fall, bei dem Rotation 
eintritt. Es handelt sich hierbei um 
die besonders von Helmholtz xind 
Kirchhoff untersxidhten sogenann- 
ten Unstetigkeitsflachen. 

Wenn die Theorie dieser Erschei- 
liung auch noch keineswegs in allfen 
Einzelheiten hat dxirchgefxihrt werden konnen, so ist es doch von 
Wichtigkeit, sich wenigstens anschanlich klarzumachen, wife aus 
Unstetigkeitsflachen eine Wirbelbewegung zustande kommt. Die Ur- 
sache zur Entstehung von Unstetigkeitsflachen kann verschieden- 
artig sein. 



Abb. 149. Gescbwindigkeitsverteilung und 
Bnickverteiltiiig im Innern und in der XJm- 
gebung des Wirbelkem^s elnes geraden 
“Wirbelfadens. 
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Wir woUen zunachst den Fall betrachten, dafi zwei Fliissigkeits- 
scbicbten von verschiedenen Geschwindigkeiten an dem scbarfeh Rande 
eines Korpers (Z") zusammenflieBen (Abb. 150). 

Die dabei entstehende Unstetigkeitsflachej die ibren jN'amen daher 
bat, dafi an ibr ein Gescbwindigkeitssprung stattfindet, ist zugleicb die 
Trennungsflacbe der beiden Flussigkeitsscbicbten. Man kann sicb die 
beiden Fliissigkeiten verscbieden gefarbt denken, wodurcb sicb die 
Trennungsflacbe deutbcb markiert. 

Betracb|}en wir das Gescbwindigkeitsprofil binter dem Zusammen- 
fluB, so ernalten wir bei reibungsloser Flussigkeit eine Unstetigkeit in 
der Gescbwindigkeit, 


wie Abb. 160 sie dar- 
stellt. Kebmen wir 
jedocb eine — wenn 
aucb geringe — Rei- 
bung an, so wird die 
Unstetigkeit aufgelost, 
und statt des sprung- 
baften tlberganges der 
einen Gescbwindigkeit 
in die andere tritt ein 
gedebnter tJbergang ein. 





Abb. 160 . Die XJnstetigkeitsfiache, die sicb an der scharfen 
Hinterkante des Kdrpers K ansbildet, dort, wo Fliissigkeits- 
schichten mit verscbieden groBen Greschwindigkeiten zusammen- 
fliefien, geht dnrch Annahme einer — wenn anch geringen ~ 
Zahigkeit der Fllissigkeit in eine Schicht mit Eotation fiber. 


stetiger mebr oder minder raumbcb aus- 


Die Zone, in der dieser Gescbwindigkeitsiibergang stattfindet, ist 
aber eine Scbicbt mit Rotation, wie man an dem in Abb. 150 angege- 
benen Kreuz aus Fliissigkeitsteilcben erkennt. Denn, bezeicbnet man 
die Ricbtung der Gescbwindigkeit als a;-Ricbtung und die dazu senk- 
recbte als 2/-Ricbtung, so ist — wenn wir den Stromungsvorgang als 
zweidimensional anseben — 


rot b) = 


dv 

dx 


du 

dy 


also, da 4= 0 , bingegen = 0 ist, 

rottx) 4= 0, 

d. b. wir baben in der tJbergangszone eine Fliissigkeitsbewegung mit 
Rotation. LaBt man die Zabigkeit wieder nacb Null konvergieren, so 
gebt diese Trennungs scbicbt in die Trennungsflacbe xiber. Wabrend 
b) und auch in der Trennungsflacbe unstetig sind, ist bingegen.aus 
physikaliscben Griinden der Druck dort stetig. 

Den Fall, daB die an einer scbarfen Kante zu einer Unstetigkeits- 
flache zusammenflieBenden Fliissigkeiten vorber aucb scbon zusammen 
waren, baben wir z. B. bei der Umstrbmung eines' endlicben Tragfliigels 
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(dreidimensionaler Bewegungsvorgang). Da in Abb. 151 bei A auf beiden 
Seiten der Trennungsflache der gleiche Druck herrscht, so ergibt sich, 
wenn man die Bernonllische Gleichting durch Integration vom Funkte 0 
langs der Stromiinie oberhalb und unterbalb des Fliigels bildet, daB 

auch I tt) 1 ober- und unterhalb der 

whtK 

Avu I ITTTTr doch nicht dieselbe zu sein, d. h. 

Abb. 151. BieTrenimngsflachebexememTragflugel; ’ 

die zu einer TJnstetigkeitsfiache zusammenflieBenden es konnen ZWar keinc longitu- 

Miissigkeitsteile waxen vorberauclischonzusammen. _ t, i j i 

dinalen, won! aber transversale 

Geschwindigkcitsanderungen auftreten, und zwar gilt dies fiir den 

stationaren Fall. 

Im stationaren zweidimensionalen Fall ist eine transversale Bewe- - 
gung ausgescblossen; bier ergibt sick also keine Unstetigkeit der Ge- 

schwindigkeit. Dagegen ist bier 



Abb. 162. Bine UnstetigkeitafllLche geht in eine 
Blussigkeitsschicht mit Rotation iiber, wenn man 


sebr wobl ein Potentialsprung, 
mit anderen Worten eine Zir- 
kulation um den Fliigel, mog- 
licb, vgl. Nr. 80. 

In nicbt stationaren Be- 
d0 


von elner ideal reibungslosen Blussigkeit zu einer weffUnffSVOrfiranfiren kann — ?r- 
Fliissigkeit mit innerer Relbung iibergeht. & & © e> 


unstetig sein, so daB dann 
aucb der Betrag von tu auf der Trennungsflache unstetig ist. 

93. Entstehen van Unstetigkeitsflachen. Den Zusammenhang der 
Wirbelbewegung mit den Unstetigkeitsflachen einer Potentialbewegung 
erkannten wir in Nr. 92 darin, daB durch eine beliebig kleine innere 
ti ^ j Reibung der Fliissigkeit die Unstetigkeit 

zzzg , in der Geschwindigkeit dhireh einen 

stetigen Geschwindigkeitsul|§rgang mit 
— A --^•konst ersetzt wird. . ' v 

z5| I In dem Bereich, in dem der stetige 

-->1 Ubergangder einen Geschwindigkeit in 


/A -^^•koffst 


Abb.163. vereinfacbungderAbb.i52da- die andere vor sich geht, haben wir erne 
durch, daS man den tJbergang der ver- i . n x 'ctt. i i i • i x 

schieden groBen Geschwindigkeit linear aus Wirbelfaden geblldete Wirbelschicht, 
annimmt; man erhait damit eine Bliissig- o tl t o i • i x tS x x* i x .• 

keitsschicht von konstanter Rotation, auliernalb cLieser fecnicJtit Potentialstro- 


mung (Abb. 152). Schematisieren wir den 
Vorgang dadurch, daB wir annehmen, die Rotation innerhalb der 
Wirbelschicht sei konstant, so haben wir eine Geschwindigkeitsver- 
teilung wie in Abb. 153. 

Lassen wir jetzt die innere Reibung der Fiiissigkeit immer mehr 
abnehmen, so konvergiert h nach Null, d. h. aus der Wirbelschicht 
wird eine Wirbelflache. Eine Unstetigkeitsflache konnen wir also 
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gedanklich durch eine flachenhafte Wirbelverteilung ( Wirbelflache) 
ersetzen. 

Wirbelbildung laBt sich in sckwach reibenden Fliissigkeiten fast 
immer durch ZusammenfluB von Fliissigkeiten und durch das dadurch 
bedingte Auftreten von Unstetigkeitsflachen verstehen. Die erste 
Einleitung zur Bildung von Trennungsflachen liegt meist in Vorgangen 
in der Beibungszone unmittelbar am Korper begriindet. 

Als ein erstes Beispiel fiir die Bildung einer Unstetigkeitsflache bei 
einem nicht stationaren Vorgang betrachten wir den Verlauf der 
StromUnien bei der Umstromung einer scharfen Kante (ebenes Problem). 
Beim Einsetzen der Stromung haben wir nahezu Potentialstromung 



Abb. 156. Abb. 167. 

Abb. 154 bis 157. Verscbiedene Stadien der Wirbelbildung einer reibungslosen i'luasigkeit 
bei der XJmstrbmung einer scharfen Kante. 


(Abb. 154). Durch das Anhaufen von Fliissigkeitsmassen in der dem 
Korper anliegenden Grenzschicht nahe der Kante bildet sich weiter 
ein Zustand aus wie in Abb. 155. Die weitere Gestaltung des Strom- 
linienbildes ist in den Abb. 156 und 157 ersichtlich, wobei wir den 
ZusammenfluB an der Kante erkennen. Auf beiden Seiten der von der 
Kante ausgehenden Trennungsflache herrscht Potentialstromung, in 
der TrennunLgsflache aber ist ein Geschwindigkeitssprung vorhanden. 

Das Potential dieser Stromung anzugeben macht sehr groBe Schwie- 
rigkeiten und ist nur in vereinzelten Fallen bis jetzt moglich. Die 
Schwierigkeiten ergeben sich durch die Forderung, daB auf der Tren- 
nungsflache immer zwei Bedingungen zugleich erfiillt sein miissen. 
Erstens muB die Trennungsflache eine fliissige Flache sein (da sie als 
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Wirbelflache aiifgefaBt werden kann), zweitens mufi auf ihr der Druck 
stetig sein. Vgl. hierzu den Erandtlscheii Aufsatz : t3l)er die Entstehung 
von Wirbeln in der idealen Eliissigkeit^. 

Wir fragen nns Jetzt: wie groB ist die sekundlicb erzeugte Menge 
der Wirbelstarke f Wir I5sen wieder die Trennungsflacbe in der Nabe 
der scharfen Kante auf in eine WirbelscMcbt von endlicher Dioke 

(Abb. 158). In der Wirbelschicbt baben wir |rot to | = • Um die sekund- 

bcbe Menge der Wirbelstarke, d. b. den WirbelfluB zu bestimmen, 
baben wir den Querscbnitt festzustellen, der mit den Wirbeln von der 
Stirke [rot in] erflillt ist. Ein Elacbenelement von der Breite dy wicd 
vorgescboben mit der Gescbwindigkeit so 
daB wir als Wirbelquerschnitt baben: 

jwdy, 

y* 

und somit als WirbelfluB: 

Vi 

J , dw 
Vz 

Wie dieser Ausdruck zeigt, bangt die sekund- 
licb erzeugte Wirbelstarke von der Dicke h der 
Wirbelscbiobt nichi mebr ab, so daB man nacb- 
traglicb zur Grenze A = 0 iibergeben kann, obne daB das Resultat 
sicb andert. 

Sobald bei dem (nicbt stationaren) Vorgang die Gescbwindig- 
keiten auf beiden Seiten der Trennungsflacbe einander gleicb ge- 
worden sind, d. b. sobald in der Gleicbung ftir die sekund- 
licb erzeugte Wirbelstarke 
ist, werden keine 
weiteren Wirbel erzeugt. 

Dieser Fall tritt z. B, bei 
Tragfliigeln ein. Wird ein 
Tragfliigel angeblasen oder 
mit konstanter Gescbwin- 

dierkeit durcb rubende Luft StromxmgMonn im ersten Augenblick der 

® , . TJmsfcrdmung einea Tragfliigels (Potentialstromung). 

gefubrt, so bildet sicb im 

ersten Augenblick nabezu Potentialstromung aus, etwa wie in 
Abb. 159. Nacb kurzer Zeit andert sicb dieses Strombnienbild in das 

^ Prandtl, L.: tJber die Entstehung von Wirbeln in der idealen Flxissig- 
keit mit Anwendungen auf die Tragfliigeltheorie und andere Aufgaben. Vor*- 
trage aus dem Gebiet der Hydro- und Aerodyn^mik (Innsbruck 1922). Heraus- 
gegeben von V. Kdrm6»n und Levi-Civita. Berlin 1923. 



2/1 

Vz 



Abb. 158. Geschwindig- 
keitsverteilung in einer 
Trennungsschicht. 
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von Abb. 160. Die Wirbelstarke nimmt nun so lange zu, bis ^ 
geworden ist (Abb. 161). 

In diesem Zustand ist auch die Zirkulation um den Tragflxigel 

konstant, und zwar ist 

sie entgegengesetzt gleich 

der Wirbelstarke des ab- 

gegangenenWirbels. Denn 

fiir eine den Tragfliigel 

geniigend weit umfassen- 

de, fliissige Linie ABGDA 

in Abb. 162 ist offenbar ' Abb. leo. Die der Abb. 169 zeitlicb folgende StrSmuugs- 
ABCDA ionn: Auabildung des Aufahrwirbels. 

r= § to o 0, 

dsb ABGDA eine geschlossene fliissige Kurve zux Zeit der Ruhe war, 
und nacb dem W. Thomsonscben Satz das Linienintegral der Ge^ 
scbwindigkeit langs einer fliissigen Linie sich zeitlicb nicbt andert. 




Abb. 161. Der Anfabxwirbel wacbst so lange. bis die Betr^ge dCT Ge- 
schwindigkeiten oberhalb und unterhalb der Trennungsfiache gleich 
geworden sind. 


Die obige Behauptung ergibt sich dann daraus, daJB man das Linien- 
integral nachtraglich durcb die doppelt durcblaufene Linie BED in 
zwei Umlaufe A BE DA 
und DE BCD zerlegen 

kann, vgl. Abb. 162. Es 
ist nun offenbar 

ABCDA 

^ to o 

ABEJDA 
== § It) 



EBCDE 

+ § to o d^ = 0 


Abb. 162. Die Zirkulation des abgehendeu Anfahrwirbels ist 
in jedem Zeitpunkt entgegengesetzt gleich der Zirkulation 
um den Tragfldgel. 


Der letztere Umlauf entbalt in seinem Innern den Wirbel und bat 
also sicber Zirkulation. Der andere, der den Tragfliigel obne den Wirbel 
entbalt, mufi also die entgegengesetzt gleicbe Zirkulation baben. 

Beim Anfabren eines Tragfliigels in rubender Luft bildet sicb also 
an der scbarfen HinWkante des Tragfliigels ein Wirbel, der so lange 
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waohst, h\s ist. Von diesem AngenbUck an w 

keine Zirknlation mebr erzengt, der erste Wirbel sc^ weg, und 

die Stromung wkd dadinch stationary ffi die Erklarung fiir 

das Entsteiien der Zirknlation um einen Korper. 

Die Zirknlation ist gleich der algebraischen Snmme aller abgegan- 
genen Wirbel; bei ScEwanknngen in der (Jeschwindigkeit des Trag- 
fliigels gehen Wirbel beiderlei Vorzeichens ab, die sieb snmmiert im 
Mittel aufheben. Wie wir in Nr. 80 schon geseben haben, hangt di^ 

Zirknlation eng zusammen mit dem 
Nv Auftrieb nnd zwar derartig, daB bei 

/ stetigen Potentialstromungen ein Auf- 

V / trieb nnr mit Zirknlation moglicb ist 

\ J (vgl. bieriiber ancb Band II). 

""X \ I Als ein Beispiel fiir das Entsteben 

/ \ von XJnstetigkeitsflaoben bei statio- 

\ / V \ J naren Bewegnngsvorgangen betrachten 

1 V wir die Stromnngserscbeinnngen nm 

/ ' \ einen Tragfliigel von endlicher Seiten- 

/ \ lange (dreidimensionales Problem) . 

/ \ Es sei der folgenden Betracbtnng 

y/ die Tatsacbe zugrnnde gelegt, daB bei 

Abb. 163. Schematische Zeichnung der einem Tragfliigel, der eine Tragkraft 

ausiibt, fiber demselben ein Unter- 

n“un?er^m™gerfib“S^^^^ dem Tragflfigel ein tJber- 

plus bezeiebnet -), findet ein Umstromen drnck berrscbt. An den Scbmalkanten 


der Scbmalkanten des Tragfliigels statt. _ ^ 1.1 1 -i i 1 

Die Abbildung ist auf ein Koordinaten- deS Iragflugels findet mfolge deS dort 
- system bezogen, fiir das die Fliissigkeit im 1' j i • xt 

Unendiichen ruht. vornandenen Druckgefalles ein Um- 


stromen dieser Kante von nnten nacb 
oben statt, wie in Abb. 163 (Vorderansicbt eines solcben Fliigels) er- 
kenntlich ist; in der Abbildung ist das Unterdrnckgebiet mit — 
nnd das 'Oberdruckgebiet mit +++ bezeicbnet. 

In Verbindung mit der Stromung der Hauptbewegung ergeben sicb 
Strombnien von der in Abb. 164 veranscbauUchten Form, wobei von 
der binteren Langskante des Tragfliigels eine Trennungsflache mit 
transversalem Gescbwindigkeitssprnng sicb erstreckt. 

94* Labilitit von Unstetigkeits- oder Trennnngsflachen. DaB die 
wirkHcben Trennungsflacben — soweit sie iiberhanpt beobacbtet 
werden konnen — wesentlich andere Formen zeigen als die theoretiscben, 
hat seinen Grund darin, daB die Trennnngsflachen labil sind. Eine auch 
nocb so geringe Storung, wie sie in Wirkbchkeit immer anftritt, wachst 
zeitlich an und andert bald vollstandig das Bild der Trennungsflache. 

Rechnerisch geht man ahnlich vor wie bei der Behandlung von 
Wasserwellen. Setzt man z = x + i y, so ergibt'sich als Stromungs- 
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funktion fur das erste und 
zweite Gebiet (tiber und un- 
ter der Trennungsflache); 

^2(3)— e'®* , 
WO A z eine gleicbformige 
Bewegung und 
die liberlagerte Storungs- 
bewegung ist. 

Die Rechnung, die hier 
nicht im einzebaen durch- 
gefiihrt werden soil, geht 
so vor sicb, dafi man aus- 
driickt, daB die beiden 
Strome sich dauernd so be- 
wegen, daB keine Liicke 
und keine tJberdeckung 
zwischen ihnen auf tritt, und 
dafi der Druck an der 



Abb. 164. Strdmung unterhalb (ausgezogene Kurven) und 
oberhalb (gestrichelte Kurven) der von einem Tragfliigel 
ausgehenden XJnstetigkeitsfiache. 


Trennungsflache stetig ist. 

Wenn auf beiden Seiten der Trennungsflache kein Unterschied in 
der Dichte ist, wohl aber in der Geschwindigkeit, so ergibt sich jS immer 


komplex und einer der beiden Werte 
hat. positiven reellen Anteil (der an- 
dere negativen). Der erstere bewirkt 
die Labihtat. Solche Gberlegungen, 
die nur f lir kleine Amplituden der Sto- 
rungsbewegungen gelten, sind beson- 
ders von Lord Rayleigh angestellt 
worden auch fiir Trennungsschichten 
nach Art der Abb. 153. Quahtativ 
geht der Vorgang so vor sich: 

Bei einer nach Abb. 165 a gewell- 
ten Trennungsflache wiirde man im 
stationarenStromungszustand fiir die 
untere Stromungin den Wellentalern 
vergroBerte Geschwindigkeit, in den 
Wellenbergen verkleinerteGeschwin- 
digkeit haben (zusammengedrangte 
bzw. auseinandergezogene Strom- 
linien), alsodortUnterdruck ( — ),hier 



Abb. 165«bi8e. Labilitat einer Treunungs- 
flilche. 


tJberdruck (+); fiir die obere Stromting gilt entsprechendes. Diese 


Drucke bewirkeh aber eine VergroBerung der Wellenamplitude. 
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Die Wellenform bildet sicla somit mebr und mehr axis tind wird bald 
uiisyimnetriscb (Abb. 165 b, c). Die WeUen iiberschlagen sich schlieB- 
lich iind spulen sick zu Wirbeln auf (Abb. 165d, e), die daim als selbstan- 
dige Wkbelgebilde im allgemeinen wieder im labilen Gleicbgewicht sind, 
sick gegenseitig beeinflussen und scknell das Stromlinienbild vollstandig 
ungeordnet werden lassen. ‘ 

XIII. Einflufi. der Zjisammendrucklbarkeit 
(Kompi^siMIitat). 

95. Allgemeine Bemerkungen iiber die Berechtigimg, Gase als in- 
kompressible Fliissigkeiten zu behandelu. Bisker haben wir (mit Aus- 
nakme des II,, III. und IV, Kapitels) tropfbare Fliissigkeiten sowie 
Gase kinsicktkck ikrer Bewegungsformen und Stromungsgesetze als 
gleickartig angeseken und im allgemeinen immer nur von Fliissigkeiten 
scklecktkin gesprocken. Wir kaben dabei die Tatsacke unberiicksicktigt 
gelassen, daB die Gase — im Gegensatz zu tropfbaren Fliissigkeiten — 
zusammendriickbar und dadurck in ikrer Dickte veranderlick sind. 

Da aber die Dickte in den Bewegungsgleickungen wesentlick auf- 
tritt, muB eine Anderung der Dickte sick in einer Anderung der Bewe- 
gungsform geltend macken. Wir wollen nun vorweg feststellen und in 
diesem Kapitel im einzelnen nackweisen, daB die durck die Bewegung 
der Gase bedingten Dickteanderungen vieKack so gering sind, daB man 
deren Einwirkungen auf die Bewegungsgleickungen vernacklassigen 
kann. Im Gegensatz zu der weitverbreiteten Meinung, daB Gase sich 
wegen ikrer Zusammendriickbarkeit wesentkck anders als tropfbare 
Fliissigkeiten verkalten, werden wir im folgenden sehen, daB in den 
weitaus meisten Fallen Gase und tropfbare Fliissigkeiten den gleichen 
Bewegungsgesetzen gehorcheUy daB also im allgemeinen auck Gase bei 
ikren Bewegungen als inkompressibel angeseken werden konnen. 

Die Dickte- Oder Volumenander ungen konnen (sofern Warmezu- 
oder -abfukr auBer Betrackt gelassen wird) nur bewirkt werden durck 
Druckkrafte auf das Gas, die aber bei Gasen von Atmospkarendruck 
keineswegs gering sind. Denn da die Abhangigkeit der Dickte q bzw. 

des spezifiscken Volumens v = mit dem Druck p unter Voraus- 
setzung eines adiabatiscken Vorgangs durck die Gleichung 

^9 . = konst. ^ 

A ^ ist das YerMltnis der spezifiscken Warme bei konstantem Brack (cj 
3ZW. bei konstantem Volumen (c^) 



ind kat fiir Luft von Atmospkarendruck den Wert 1,405. 
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gegeben ist, entspricht einer Volumehanderung um 1 % eine Druck- 
andesrung von 1,405%. Das bedeutet aber bei Luft von Atmospharen- 
druck (10330 kg/m^) eine Drnokanderung von 145 kg/m^. Man erkennt 
also, daB fiir Drucke dieser GroBe oder fiir kleinere Drucke die hier- 
^durcb bewirkten Volumenander ungen nur gering sind und — • wie wjr 
nocb 'Sehen werden — auf die Bewegungsform des Gases kaum einen 
Einflufi baben. 

Fragen wir uns, wodurch die Druckanderungen eines Gases bedingt 
sein koniien, so lassen sich drei Falle unterscheiden. Die Ursaobe von 
Druckanderungen kann sein: 

1 . Kunstbch gesobaffene Druckunterscbiede in Kesseln und Robr- 
leitungen, 

2. groBe Hobenunterscbiede, 

3. sebr groBe Gesobwindigkeiten. 

Wir werden in diesem Kapitel seben, welcbe Einwirkung die Kom- 
pressibilitat der Gase auf die Kinematik und Dynamik ausiibt, und 
wir werden dabei feststellen, bis zu welcben Hobenunterscbieden und 
bis zu welcben Gescbwindigkeiten man diese Einwirkungen vernacb- 
lassigen kann, obbe einen merklicben Febler zu begeben. 

96. Beriicbsiebtigung der Koiripressibilitat in der BernouUischen 
Gleichung; DruckkessellormeL Um den EinfluB der Zusammendriickbar- 
keit von Gasen festzustellen, baben wir in der Bernoulliscben Gleichung 
fiir stationare Bewegungszustande : 


+ 1 


das Integral 


P == konst. 


p 

— 




zu untersucben. Setzen wir 


Pi 


o = ^ = — 

g gv 


wo V — — das Volumen der Gewicbtseinbeit bedeutet, so ist 

' y . ■ ' 


= gjvdp. 

Pi 


Da bei den auftretenden Bewegungen im allgemeinen allein adiaba- 
tisobe Zustandsanderungen in Frage kommen, ist der Zusammenbang 
zwiscben V und p gegeben durcb das Adiabatengesetz : 

= konst. 

Tictjcns, Ilyaromcehanik. 2. A.uU. 


14 
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Bezeichneii wir das spezifische Volumen, das dem Druck entspricht, 
mit %, so ist 

Oder 

l-rX 

Px 

P ■ ■ 

also bei Einfuhrung der Hdhe der gleichformigen Atmospbare 
(vgl. S. 30) 

!““« , , , , 

Dieser Ansdruck fiir in die Gleichiing ftir P eingesetzt, ergibt : 

P 

i 


P 


Vt 




X — 1 


= 9hoPi “ 






Setzen wir diesen fiir P gefundenen Wert in die Bernoullische 
Gleichnng ein, so ergibt sich, wenn nocb durch ^ dividiert wird, 

+ -l)=^konst. ; 

Ist speziell w = 0, so herrscben statisohe Verhaltnisse. Bezeichnen 
wir fiir diesen Fall die dem Druck entsprecbende Hohe mit so 
haben wir 

(I) 

Wir finden bier wieder die Gleicbnng, die wir fiir adiabatische Schich- 
tungen in Nr. 13 abgeleitet baben. 

Handelt es sicb nm nnvertoderlxohe Hoben Oder um geringe Hoben- 
anterschiede, so daB A — in der Bernoulliscben Gleicbung vernach- 
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lassigt werden hzw. in die Konstante genommen werden kann, so 
kaben wir den Znsammenhang der Geschwindigkeit tv mit dem Druck p 
dargestellt in der Gleichung: 

Um uns ein Bild yon den Hohenunterscbieden zu machenj bei denen 
die letzte Gleichung praktisch noch gilt, sei erwahnt, daJS nach Nr. 11 
bei gleichformiger Atmosphare einer Hohendifferenz von 80 m eine 
Druckanderung von 1 % entspricht. Wir sehen also, daB im allgemeinen 
alle in Erage kommenden Stromungsvorgange (mit Ausnahme der- 
jenigen der Meteorolbgie) noch innerhalb dieser Hohendifferenz liegen, 
so daB wir in alien diesen Fallen mit der obigen Gleichung auskommen, 
falls nicht besonders hohe Anforderungen an die Genauigkeit gestdlt 
werden. 

Unter Zugrundelegung. dieser Gleichung wollen wir zwei Beispiele 
naher betrachten. Burch die Willkur in der Annahme der Konstanten 
in (2) ist namhch noch unbestimmt, welche Geschwindigkeit dem 
Bruck Pi entspricht. 

Wir nehmen an, daB p^ dem Ruhezustand {w = 0) entspricht, so 
daB die Konstante auch gleich Null ist. Setzen wir dann in (2) wieder 
hQ = piVii so erhalten wir die Bruckkesselformel: 


x-l 




k 

1- 

• (-^ 


also 



\Pi 



w = 

^jigpiVi- 

- I 

x-l- 

(3) 

Oder nach (1) 







w ~ Y2 g {h — hi) , 


WO A — hi die Hohendifferenz ist, die einer Bruckanderung pi — p 
entsprechen wiirde, durch die die Geschwindigkeit w erzeugt wird. Fiir 
die groBte Geschwindigkeit haben wir mit p = 0 



Ist Pi gleich dem Atmospharendruck, so erhalten wir als Maximal 
geschwindigkeit eines Gases von 15® G Anfangstemperatur unter Be- 

14 * 
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riicksichtigung von 




— ■ 




1,405 


(Ji* die Hohe der adiabatischen Atmospliare = = 29000 m) 


w =y2^*29000 = 760m/s. 

Pies ist also die Gesohwmdigkeit eines in ein Vakunm stromenden 
'Oases. , 

97. Einflufi der Kompressibilitat auf die Staudruckformel. Wir be- 
tracbten jet^t den Fall, da6 ein Korper sicb in ruhender Lnft mit einer 
gewissen Oescbwindigkeit bewegt. Da es sicb nur um die relative Ge- 
schwindigkeit des Korp^s zur nmgebenden Lnft bandelt, baben wir 
dieselbeii Verbaltnisse, wenn sicb die Lnft um den rubend gedacbten 
Korper bewegt. 

Die geniigend weit vor dem Korper befindbcbe und durcb den 
Korper nocb nicbt beeinfluBte Luft babe die Oescbwindigkeit und 
den Druck Am Staupunkt baben wir die Oescbwindigkeit = 0, 
der dort berrsebende Druck sei 

Setzen wir in (2) statt p^, so ergibt sicb fiir die Konstante: 

Mitbin: 





Fiir w = 0 und p = p^ erbalten wir die Formel fiir den Staudxuck; 


Setzen wir nocb 






— 1 


^0 — ~ 




und losen die Gleicbung nacb pj auf, so erbalten wir 


^ ' 2 

Pl = Po 1 + 


|k-1 
« — 1 1 
. « 


und wenn wir den Staudruck p;i — p^ mit g bezeicbnen, 
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Um zu erkennen, wie dieser Ausdruck mit der einfachen Forme! fur 
den Statidruck einer inkompressiblen Fliissigkeit zusammeubaiigt, erit- 
wickeln wir die recbte Seite der GleiebuBg binomisch und erhalten: 



Unter Beriicksichtigung, da 6 fiir ein ideales Gas die Schallgeschwindig- 
keit 


ist, erhalten wir : 



(4) 


Wir haben hiermit die allgemeinere Staudruckformel, die bei Beriick- 
sichtigung nur des ersten Gliedes der Klammer in die spezielle Stau- 
druckformel fiir inkompressible Fliissigkeit ubergeht. 

Wir fragen uns jetzt : Bis zu welchen Geschwindigkeiten unter- 
scheidet sich bei Beriicksichtigung des zweiten Gliedes von (4) der 
Staudruck eiiier kompressiblen Fliissigkeit von dem einer inkompres- 
siblen Fliissigkeit um hochstens 1%, d. h. bis zu welchen Geschwindig- 


keiten ist das Korrektionsglied 


4c2 ^ 



\ c 

Dies ist offenbar der Fall fiir ^ "5 • 

Nehmen wir Luft von 15® C, so ist 
c == 340 m/s. Erst bei einer Geschwin- 
340 

digkeit von = 68 m/s betragt also 

der EinfluB der Kompressibilitat von 
Luft »auf deh Staudruck 1 % . 

Tragen wir in dem t;, p-Diagramm 
der Abb. 166 ^e^ Druck Pi am Stau- 
punkt des umstromten Korpers sowie 
den Druck der ungestorten Luft po ein, 



sich rechnerisch hei Vemachlilssigung 
.. der Kompressibilitat ergibt. 


so ist der Inhalt derjenigen Flache, die dutch die Ordinatenachse, 
die Geraden p = p^ bzw. p — p^ und durch die Kurve p * t;’' = konst, 
begrenzt wird (in Abb. 166 wagereGht schraffiert), gleich dem Integral 


Vx 

g dieser Flache ist der Staudruck der 


ro', , , , , 

kouipressiblen Fliissigkeit. Den entsprechenden Staudruck einer in- 
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kompressiblen Miissigkeit ^ erhalten wir nun in der Hobe des- 
jenigen Kechteckes, das, liber /p = errichtet, den gleichen Inhalt 

Vx 

besitzt, wie die Flache Jvdp (in Abb. 166 scbr% schxaffiert). 

98. Berucksichtigimg der Kompressibilitat in der Kontinuitatsglei- 
chung. Naoiidem wir gesehen haben, wie die Beriicksicbtigung der 
Kompressibilitat die Bernoullisobe Gleichung beeiniluBt, wollen wir 
jetzt untersuclien, wie sich die Kontinuitatsgleichung andert, wenn wir 
wieder die Kompressibilitat beriicksichtigen. Wir gehen aus von dem 
Satz, der die Konstanz der Materie ausdriickt, da6 die dureh jeden 
Querschnitt jF eine Stromrohre flieBende sekundlicbe Masse (AT) kon- 


Zur Vereinfachung der weiteren Bechnung fuhren wir als neue 
GroBe diejenige Blache / ein, durch die in der Sekunde die Massen- 



Abb. 167. Zusammenhaag der rezi- 
proken Fiache f (durch die die 
Masseneinheit pro Sekunde flieSt) 
mit dem Druck. 


einheit flieBt, d. h. 
Es ist also 


j 

Wenn wir den Euhedruck m|t p^ be- 
zeichnen entsprechend einer Dichte p = Qi, 
so ist fiir diesen wegen w 0 

== 0 ; 


anderseits ist fiir p = 0, d. h. fiir eine Expansion bis zum voUkom- 
menen Vakuum die Dichte ^ gleich Null, wobei — wie' sich aus (3) 
ergibt — die Geschwindigkeit ihren Maximalwert erreicht, jedooh endlich 
bleibt, so daB auch _ 


ist. Zwischen diesen extremen Werten der Geschwindigkeiten = 0 
und aber === y endlich und von Null verschieden, d. h, 

die Funktion y von p hat zwischen den Werten von p, die diesen Ge- 

schwindigkeiten entsprechen — d. i, p ^ p^ bzw. = 0 — wenigstens 
einund, wie die nahere Untersuchung zeigt, nur ein Maximum (Abb. 167) . 

Tritt aus einem Baume, in dem Buhe herrscht {w = 0), ein Gas- 
Strom in einen Baum von geringerem Druck bzw, in ein vollkommenes 
Vakuum {p — 0), so nimmt mit abnehmendem Druck die Geschwindig- 
keit nach (3)zu. Dabeiwachst zunachst qw = y, d. h. der Stromfaden- 
querschnitt (/) wird mit zunehmender Geschwindigkeit kleiner (wie bei 
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inkompressiblen Mussigkeiten)* Das hat seine Ursache darin, dafi bei 
den zunachst atiftretenden maBig groBen Gescbwindigkeiten die ver- 
baltnismaBige Zunabme der Gescbwindigkeit groBer ist als die dnrcb die 
Druckverminderung bedingte verbaltnismaBige Abnabme der Diehte 

. Bei weiterer Druckabnahme bzw. Gescbwindigkeits- 

zunabme kebren sich diese Verbaltnisse jedocb um. Wabrend namlich 
die durcb die weitere Druckabnabme bewirkte Gescbwindigkeit allmab- 
licb immer langsamer wacbst und fiir p == 0 einem endlicben Grenzwert 
zustrebt, nimmt die Dicbte unbegrenzt ab, so daB das Produkt p w 
scblieBlicb wieder abnimmt und sicb dem Wert Null nabert. Das beiBt 
aber, daB der Stromfadenquerscbnitt, naebdem er fiir eine gewisse 
Gescbwindigkeit einen geringsten Wert gebabt bat, bei weiterer Ge- 
scbwindigkeitszunabme wieder groBer wird. 

Wir woUen den Zustand, fiir den der Stromfadenquerscbnitt seinen 
kleinsten Wert erreicbt, fiir den also pte? ein Maximum ist, nocb etwas 
naber untersucben. Fiir diesen Fall muB offenbar 


d(Qw) die ' do * 

sein. Wir betraebten zunaebst den ersten Teil Unter Vernacb- 

lassigung der Scbwerkraftwdrkung und bei Annabme e^ner stationaren 
eindimensionalen Stromung sei ein Wegelement) ergibt die Euler- 
sebe Gleiobung 

dw 1 dp 


Fiir den zweiten Teil des Ausdruckes baben wir unter Benutzung 
der in Nr. 62 abgeleiteten Beziebung 


Setzen wir die beiden gef undenen Ausdriicke fiir und lo ^ in 
die Gleicbung = 0 ein, so baben wir : 
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Wir sehen also, dafi fur das Maximum von qw, d, h. fiir das Minimum 
des Stromrohrenquerscliiiittes /, die Stromungsgescliwmdigkeit w gleich 
der dem dortigen Zustand entsprechenden Schallgescliwiixdigkeit ist. 

Ob der Stromrolireiiquersclmitt mit steigender GeschTrindigkeit 
abnimmt me. bei inkompressiblen Flxissigkeiten oder wie bei Gasen 
mit Gescbwindigkeiten unterhalb der Scballgescbwindigkeit, oder ob 
er zunimmt wie bei Gasen mit Geschwindigkeiten oberhalb der Schall- 
geschwindigkeit, ist ein ganz fundamentaler Umstand, der die ganzen 
Stromungsformen unter und xiber der Scballgescbwindigkeit weseritbcb 
verscbieden warden laBt. 

99. EinfluB der Zusammendruekbarkeit aul die Stromlinienform bei 
Strdmimgen mit XJnterschallgeschwindigkeit. Wir knxipfen an die in 
Nr. 96 abgeleitete : Druckkesself ormel (3) an und erbalten, wenn wir 


1 



setzen und (3) nacb p auflosen: 


P 



9i \ 1 

2pi J 


WO Pi den der Gescbwindigkeit w = 0 entsprecbenden Kesseldruck 
bedeutet. Anderseits ist 



~ Pi 

oder 

1 



mitbin 



Durcb binomiscbe Entwicklung erbalten wir daraus: 


oder mit 


e = ei(i 


2 «' Pi _ 


w^o Cl die Scballgescbwindigkeit fxir den Kesselzustand bedeutet, 

- Wir fragen uns zum Scblufi dieses Kapiibels nocb: Fxir welcbe Ge- 
schwindigkeit wird die Abnabme der Bicbte 1% betragen ? Offenbar, 
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wenn das Korrektionsglied betragt, d. h. wenn 

ist. Nehmen wir Luft von Atmospharendruck und 15® C, also eine 
Schallgescliwindigkeit von = 340 m/s, so ergibt das : 

— =48m/s. 

Wir seben also, daB der Fehler, den wir begeben, wenn wir Lnft 
als inkompressibel annebmen, in der Kontinuitatsgleicbnng oder, 

anders gesagt, in der Stromlinienform {^q w = , groBer ist als in der 

Standruckformel. Bei der Staudruckformel batten wir eiiien Febler 
von 1% bei einer Gescbwindigkeit von = 68 m/s, wabrend in der 
Kontinuitatsgleicbung scbon eine Gescbwindigkeit yon t^; = 48 m/s 
einen Febler von 1% bewirkt. 

Im ubrigen seben wir ans den beiden Abscbatzungsformeln (4) 
bzw. (5), daB der Febler, der in der Annabme der Gase als inkompres- 
sible FMssigkeiten liegt, mit dem Quadrat der Gescbwindigkeit wacbst ; 
so ergibt in der Kontinuitatsgleicbung die Annabme der Volumen- 
bestandigkeit von Gasen bei rund 100 m/s eineii Fehler von 4%. Bieser 
Febler ist jedocb bei sebr vielen Anwendungen -nocb innerbalb der 
ertragbcben Grenzen. 

' XIV. Impuls- und Energiesatz. 

100. Der Impulssatz liir stationare Bewegimgsvorgange. Der be- 
sondere Wert des Impuls- und Energiesatzes ist der, daB man durcb 
seine Anwendung auf pbysikaliscbe Vorgange Aussagen erbalten kann 
aijiein aus der Kenntnis des Ziistandes auf der Begrenzungsflacbe 
eines bestimmten Gebietes, obne im einzelnen von den Vorgangen 
im Innern des Gebietes Kenntnis zu baben, obne den „Mecbanismus“ 
des Bewegungsvorganges zu versteben. Man kann einerseits baufig 
in denjenigen Fallen, in denen die Differentialgleicbungen des betracb- 
teten nicht aufgestellt oder wenigstens nicbt integriert 

werden bonnen, durcb die Anwendungen des Impuls- oder Energie- 
satzes AufscbluB erbalten uber die Bewegung, wie sie in groBen Ziigen 
obne Beriicksicbtigung von Einzelbeiten vor sicb gebt, anderseits bat 
man in dem Impuls- bzw. Energiesatz ein bequemes Mittel, die Er- 
gebnisse, die man durcb Losung der betreffenden Bifferentialgleicbungen 
hat gewinnen konnen, auf ihre Richtigkeit zu priifen. 
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Allerdings liat der Impulssatz — wie wir noc^ sehen werden — 
nur praktiscEe Bedeutung fdr stationare Bewegungsvorgange oder fur 
im Mttelwert stationare Bewegungen, d. h. fiir .solche wirbligen und 
unregelraaJSigen Bewegungen, die eine stationare Hauptbewegung er- 
kennen lassen (besondere Beacbtung ist in letzterem Fall einer rich- 
tigen IVIittelwertbildung zu schenken). Wahrend der Impulssatz sich 
auch auf Yorgange anweixden laBt, in denen dutch Beibung ein Bnergie- 
Yerlust stattfindet, trifft das fur den Energiesatz nicht zu, da hier 
die dutch Reibung entstandene thermische Energie als Unbekannte 
darin stehenbleiben wurde, so daB der Satz keine Aussage ixber die 
Bewegung mehr liefert. Anderseits sind es gerade die nicht stationaren 
Yorgange, uber die man in gewissen FMen dutch den Energiesatz 
Aussagen erhalt^ wahrend die stationaren Bewegungen (bei Yernach- 
lassigung der Reibungsarbeit) hier regelmaBig triviale Aussagen von 
der Form Null gleich Null ergeben. , 

Der Impulssatz lafit mch auf zwei verschiedenen Wegen ableiten: 
Entweder geht man aus von dem Schwerpunktsatz (bzw. Flachensatz) / 
der allgemeinen Mechanik (diese Ableitung hat den Yorteil einer be- 
sonderen Anschaulichkeit), oder man nimmt die Eulersche Gleichung 
als Ausgangspunkt (in diesem Fall kommt es darauf hinaus, Yolumen- 
integrale in Oberflachenintegrale umzuwandeln). 

Wir geben zunachst die erste Ableitung des Impulssatzes, gehen 
also aus von dem Schwerpunktsatz der allgemeinen Mechanik : Die zeit- 
liche Anderung der Impulse oder BewegungsgroBen eines ab- 

gegrenzten Massensystems diskreter Massenpunkte ist gleich der Summe 
der von auBen auf das System wirkenden Krafte 

die Summe aller auBeren Kxafte bedeutet, d. h. derjenigen 
Krafte, die von nicht zum System gehorigen Massen auf Massen des 
Systems ausgeubt werden (die inneren Krafte, d, h. diejenigen KrMte, 
die die zum System gehorigen Massen aufeinander ausiiben, heben sich 
— wie die Mechanik lehrt — nach dem Prinzip von actio und reactio 
gerade auf). 

Bei dem tJbergang vom System diskreter Massenpunkte zur Fliissig- 
keit — aufgefaBt als Kontinuum — geht die Summe iiber in 

das Integral mithin lautet der Schwerpunktsatz: 

= (1) - 

Die Anderung des Gesamtimpulses in der Zeiteinheit eines von einer 
fliissigen Flache eingeschlossenen Gebietes ist gleich der Resul- 
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tierenden der auBeren KrMte. Es ist dabei zu beachten, daB die betracb- 
tete Flussigkeitsmenge dauemd aus denselben Elussigkeitsteilchen zu 
besteben hat; damit der Satz der Mecbanik von Massensystemen nn- 
mittelbar angewandt werden kann. Diese Flussigkeit ist mitbin durcb 
eine flxissige Flacbe von der librigen Flussigkeit abzugrenzen. Es ist 
also nicbt angangig, , dafi wahrend der Untersucbung (zeitbcbe Dif- 
ferentiation) nicht zum System gebdrige Flussigkeit durcb die Grenze^ 
die wir einmal gezogen 
haben, ein- oder austritt. 

Betracbten wir in Abb. 168 
eine durcb die fiiissige 
Flacbe abgegrenzte Flus- 
sigkeitsmenge, so erfolgt die 
zeitlicbe Anderung der Be- 

-o rv,: t * -I Abb. 168. Eine in einem Zeitelement dli verscbobene, 

wegungSgroilie ^ dieser ab- von der fliissigen FlS-che begrenzte Elussigkeitamasse. 

gegrenztenFlbssigkeit inder 

Weise, daB einerseits die Geschwindigkeiten iminnern des betracbteten 
Gebietes sich andern kdnnen, und daB anderseits die begrenzende fiiissige 
Flacbe ^ sich versebiebt (in Abb. 168 ist die in dem Zeitelement cZi ver- 
scbobene fiiissige Flacbe J5 gestricbelt gezeicbnet). 1st jetzt der Be- 
wegungsvorgang stationar, wird also Jedes Fliissigkeitsteilcben im Ver- 
lauf eines Zeitelementes an dem festgebaltenen Ort durcb ein anderes 
Fliissigkeitsteilchen von gleicber Gescbwin- 
digkeit ersetzt, so bleibt fiir die zeitliche An- 
derung des Impulses der durcb |5 abgegrenzten 
Flussigkeitsinenge nur die Anderung der Bewe- 
gungsgroBe, die durcb die Verscbiebung der fliis- 
sigen Flacbe bedingt ist. Wir konnen diese Ver- 
scbiebung der fliissigen Flacbe noch in anderer 
Weise deuten: 

Betracbten war eine raumfeste Flacbe, die 
zu einem beliebigen Zeitpunkt mit der fliis- 
sigen Flache ^ zusammefifallen moge, so ergibt Sm ' 
sich bei der Verschiebung der fliissigen Flache ^ gesehobene^y^fesigkeitsvo- 
ein Impulstransport durcb diese raumfeste Flacbe. 

Bezeichnet in Abb. 169 A A einen Teil der im Raume festen Flacbe, 
die zur Zeit mit der fliissigen Flacbe zusammenfiel, und be- 
zeicbnet £B einen Teil der fliissigen Flacbe zur Zeit tj, +‘dt, so ist — 
wenn wir die auBere Normals der gescblossenen Flachen positiv 
recbnen — das durcb das Flachenelement der raumfesten Flacbe A A 
in der Zeiteinheit geschobene Volumen o tvdt und die in der Zeit- 
einb eit durcb das Flachenelement d ^ getretene BewegungsgroBe also gleich 

^ o in in . 
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Die dtarcli die Verschiebimg der flussigen Begrenztingsflaclie bedingte 
iinderung des Gesamtimpulses in der Zeiteinieit ist soinit gleich der 
Resultierenden der durcli eine raumfeste Begrenzungsflache in der 
Zeiteinheit hm Impulsgrofien: 

= f edg o tt. to . (2) 

in Komponenfcen 

= j^edJ' l lO | cos (Tl,tD) it, 

e<iJPito|co8(n.tD)t^, 

AT n* 

wo n die nacb aufien gerichtete positive Normale bedentet. 1st speziell 
dF senkrecht zur aj-Richtung, so wird die durcbgescliobene Masse 
Q dFu ymd 

ist senkrecbt zur ^/-Ricbtung, so ist die durchgesohobene Masse qdFv 
und V 

USW. ■ 

Die geschlossene raumfeste FJache, iiber die sich die Integration 
erstreckt, nennen wir die Kontrollflaclie. Wir haben somit den 
Satz abgeleitet, daB fiir einen stationaren Bewegungsvorgang die 
sekundHche iinderung des Gesamtuppulses einer Eliissigkeitsmenge 
gleich ist dem ImpnlsfluB dnrch die KontrolKlache, 

Die reckte Seite von (1), die Summe aller auBeren Krafte, setzt 
sick (bei Voraussetzung reibungsloser Flxissigkeit) zusammen aus : 

1 . den Druckkraf ten langs der KontrolKlacke : — p d% { vek- 
torielle Integration; a:-Komponente : — cos (n, usw.). Das 
negative Vorzeicken tritt deskalb anf, da wir die nack innen gerichtete, 
auf die EontroMache wirkende Kraft als Druck bezeiohnen, und diese 
Ricktung entgegegesetzt der positiv gereckneten AuBennormalen ist ; 

2. den eingepragten Kraften, insbesondere der Schwerkraft : 

SHQBdV; ■ _ ■ ' : ' ' ' ' ' ' 

3. den FremdkrMten, d. h. den Kxaften, die von auBen auf in der 
Flussigkeit befindliche Korper ausgeubt werden:\^5J5^; In der ab- 
gegrenzten Fliissigkeit befinden sick z. B. Korper, die mit ikren Be- 
festigungsvorricktungen aus der abgegrenzten Flussigkeit kerausragen^ 
und auf diese Korper werden durck die Haltevorricktungen von auBen 
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Krafte ausgeubt. Man kann das Oberflaehenintegral der Brucke ?? anch 
uber die Oberflacben der in der Fliissigkeit eingeschlossenen Eremd^ 
korper mit erstfecken und bat in diesem Fall die Fremdkrafte nicbt 
mebr besonders in Becbnung zu setzen. Es ist aber baufig bequemer, 
mit den FremdkrMten unmittelbar zu recbnen. 

Wir baben somit fiir den Impulssatz den Ausdruck: 

f edgoto»=///e9c?F- f (3) 

Oder, wenn — wie es meistens der Fall ist die Scbwerfeaf t yernacb- 

lassigt werden darf, 


fedgoWtt) + fp<ig=^%. (3 a) 

In Worten: 

Bei stationaren Bewegungen einer reibungslosen Fliissigkeit ist 

der ImpulsfluB durcb die ein bestimmtes Volumen abgrenzende raum*. 

feste Kontrollflacbe gleicb der Besultierenden aus dem Bruckintegral 

auf der Kontrollflacbe und den auf die eingescblossene Fliissigkeit wir- 

kenden M Fremdkraftenv 

Haufig^f^^ man nicbt nacb den KrMten, die von auBen auf die 

Fliissigkeit ausgeubt werden — wie wir es bisber getan baben — , 

sondern es bandelt sicb in vielen Fallen ^ ' 

umgekebrt darum : welcbe Kxafte werden 

von der Fliissigkeit nacb auBen, z. B. auf 

in der Fliissigkeit befindbcbe (nicbt zum 

System geborige) Korper wie Scbaufeln, 

Tragflacben uswl ausgeiibt ? Biese ent- /Pv I 

gegengesetzte Fragestellung kommt offen- ^ ^ « 

bar auf emen Vorzeicbenwecbsel in den Bruckkrafte, di« die feste Eubrungs- 
TTT* 1 1 1- fiache auf die Fliissigkeit ausdbt, ist 

Kraften binaus. Wir baben bier die ana- gieich dem impuistrausport durcb 

logen Beziebungen wie bei der XJnter- die Fiacheu imd 

scbeidung von actio und reactio. Urn dieses einzuseben, betracbten wir 

eine Stromung zwiscbenzweigekriimmten Wanden (Abb- 170). Wir legen 

die gestricbelt gezeicbnete Kontrollflacbe, wie in Abb. 170 angegeben. 

Fremdkorper sind in diesem Fall nicbt vorbanden, so daB wir unter 

Vernacblassigung der Scbwerkraft fiir den Impulssatz baben: 


§ Q d^ oto to — §vd^. 

Ber Impulstransport f indet der fe^ten Wtede wegen nur durcb die 
Flacben und fjg statt. Fur den durcb die Flacbe tretenden Impuls- 
fluB baben wir, da die Ricbtung der Gescbwindigkeit to entgegen- 
gesetzt der des Flacbenvektors ist, 

-eJ’ltoJiD,. 
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Die diesem ImpulsfluB entsprechende Kxaft die mit TOten) 
zusammen von der Wandurig auf das abgegrenzte Voiumen UDertragen 
wird, hat somit den Betrag ^ und die zu 
Richtung. Entsprechend ergiht sich ftir den dnrch 
fluB die Kraft ^ 2 * Betrag gleich und deren Richtung gleich 

der voii ft >2 Richtung von niit der von fjg ubereinstiinmt). 

Die Resultierende von und entspricht somit dem lmpuls- 

transport durch und 1^2 und ist demnach die Resultierende aller 
Druckkrafte, die die festen Eiihrungsflachen auf die Flussigkeit aus- 
"uben.; 

Dieser Kraft ® entspricht nach dem Prinzip von actio und reactio 
eine gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete Reaktionskraft, die 

das Wasser auf die Fuhrungsflachen aus- 
libt. Piir die nach auBen gerichtete 
&aft habetx wir eine gleich groBe nach 
innen gerichtete Reaktionskraft IKi des 
Wassers auf die Oberflache. Ebenso er- 
gibt sich fiir die nach auBen gerichtete 
Kraft ®2 ®ine gleich groBe aber nach 
innen gerichtete Reaktionskraft IRg 
(Abb. 171). • 

Wir kdnnen also sagen, daB dem 

Abb. in. Die nach dem Prinzip von eintretenden ImpukfluB eine entgegen- 

Abb^irTSm^” gesetzt gerichtete. Kraft und dem aus- 

entgegengesetzt gleich groBe, Kraft tretenden ImpulsfluB eine , gleichgerich- 
91 wild von der riussigkeit auf .die __ . ^ ^ , 

feste Wandung ausgeiibt. tete Kraft entspricht, wenn es sich urn 

die Kraftwirkung von auBen auf das 
System handelt (Abb. 170) ; fragen wir jedoch nach der Kraft, die 
das System nach auBen abgibt, so entspricht umgekehrt dem ein- 
tretenden ImpulsfluB eine gleichgerichtete E^raft und dem aus- 
tretenden Impuls eine entgegengesetzte Kraft (Abb. 171). Im ersten 
Fall ist die Kraft immer nach auBen, im zweiten Fall immer nach 
innen gerichtet, 

Vom Impulssatz, der eine Vektorgleichung darstellt, werden meistens 
— wie wir an Beispielen noch sehen werden — nur ©inzelne Koinpo- 
nentenaussagen verwendet. Auch pflegt man mexst die Kontrollflache 
so zu legen, daB der ImpulsfluB durch einen Teil derselben verschwindet. 

Man kann die Impulsgleichung (3) auch leicht aus der Eulerschen 
Gleichung ableiten: Es war nach S. 101 

e (^ + if o F to) = e g — gradp ; 

■wenn wir beriicksichtigen, daB 

F o (to to) = (|7 0 if) to + to o F to 
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ist, und wenn wir weiter eine volumenbestandige Fliissigkeit voraus- 
setzen (div m = 17 o it) so erhalt man, wenn die Gleichung noch 
mit dem V olumenelement dV mnltipliziert nnd uber das abgegrenzte 
Volumen integriert wird, die Beziebung: 

JJJe ^ +JJJe JJJe 9 *><*’' • 

Nach dem GaiiBschen Satz (%!. 46) ist jedocb 

1) J!JVc{mfo)dV = §d%ototo 

.und;.,/''-'" ' 

2) ///grad jjciF = ^ p d ??■- 

Setzt man jetzt voraus, daB' der Bewegungsvorgang stationar ist 
=o), so erbalt man in ‘Ubereinstimmung mit (3) 

e df? o to w = ///e g dF — IF . 

Die in GL (3) aufgefuhrten Eremdkrafte ^ sind bei der yorliegen- 
den Darstellung in dem Druckintegral mit enthalten, das uber die Gber- 
flachen der Fremdkorper mit zu erstrecken ist. 

Gebt man aus von dem Flacbensatz der Mecbanik diskreter Massen- 
punkte, daB die zeitlicbe Anderung des Impulsmomentes um einen 
Punkt Oder eine Acbse gleicb ist dem resultierenden Moment der Krafte 

(2;m r X to) = iJr X ip , 

so erbalt man — analog der Beziebung des Drebmomentes zur Kraft — 
aucb den entsprecbenden Momentensatz des Impulses: 

|F g dg o to t X to = /// gtxigdF— |f?)rXdg^H-2^rX 

101. Erweiterung des Impulssatzes fur Mittelwerten stationare*^^ 
Flussigkeitsbewegungen. Fiir nicbtstationare Bewegungen lassen sicb 
die Impulssatze zwar aufstellen, aber man bat im allgemeinen keinen 

Gewinn davon, da das Integral sicb meist nicbt in ein 

Oberflacbenintegral umformen laBt, und daber durcb dieses Glied 
der Vorteil des Impulssatzes, nur Aussagen iiber die Zustande an der 
Kontrollflacbe zu entbalten, verloren gebt. Die Anwendung auf nicht- 
stationare Strbmungen wird aber mdgbcb, wenn es sicb um periodiscbe 
Oder andere Stromungen bandelt, die einen stationaren Mittelwert der 
Gescbwindigkeit besitzen, so daB eine „Grundstromung'' (eben durcb 
diesen Mittelwert gebildet) und eine darxiber gelagerte Scbwankung 
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regelmaBiger Oder auoh unregelmaBiger Art vorhanden ist. Der Impuls- 
satz liefert Mer fiir die Mittelwerte iiber langere Zeit Aussagen, die Bur 
die Znstande an der Kontrollflache enthalten, da die das Innere betref- 
fenden Mittelwerte beraurfallen. 

1st die Gescbwindigkeit eines Fliissigkeitsteilcbens des durch die 
Kontrollflacbe abgegrenzten Pliissigkeitsgebietes 

in = ib + ig?' ; 

wo in der stationare Mittelwert und in' die Schwankung um den Mittel- 
wert sein moge/so ergibt sicb, wenn wir den Mittelwert von in bilden 
(Mittelwertbildung sei immer durch tlberstreichen ausgedruckt), 


mithin 


m == in + in' , 

in^ = 0, 


d. h. bei in Mittelwerten stationaren Bewegungsvorgangen ist der. Mittel- 
wert der Schwankung ihrer Definition gemaB identisch Null. 

Setzt man also bei der Anwendung des Impulssatzes im Innern 
des abgegrenzten Gebietes fiir.jeden Impulsbeitrag seinen Mittelwert, 
so fallt dieser, da er stationar ist, bei der Impulsanderung fort. 

An der Kontrollilache handelt es sich aber um die Mittelwertbildung 
von quadratischen Ausdriicken in in, wie z. B. .von usw., wenn 

u, V, w die rechtwinkligen Komponenten von in sind. 

Nun ist aber 

W ^ {U r}- ^ 

also wegen S' = P 

^ == . 

Bbenso ist 

tZb = (w + u*) {~v + w b' 4^ WIP 


also wegen u' ~ 0 und v' == 0: 


UV = UV -f- 


Der Mittelwert des Schwankungsquadrats ist als Mittelwert 
von lauter positiven Werten immer >0 ; der Mittelwert des Produktes 
u' kann ebenso positiv wie negativ, wie auch = 0 sein. Er ist z. B. 
positiv, wenn in den uberwiegenden Fallen positive t^' mit positiven 
t?' und negative mit negativen zusammentreffen. 

Bezeichnet p- — p + p' den Druck, wo p den stationaren Mittel- 
wert und p' die Schwankung um den Mittelwert bedeutet, so ist, wie 
bei der Gescbwindigkeit, der Mittelwert der Druckschwankung gleich 
Null. • " 
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Selbst daim ist der Impulssatz, noch anwendbar, wenn zwar keine 
stationare oder im Mittei stationare Bewegung vorbanden ist, aber 
eii^e teilweise stationare Bewegung, wo in einem Teil* der Pliissigkeit 
periodiscbe Vorgange auftreten (z. B. Karman-Wirbel, vgl. Bd. II). 
In diesem Fall ist nach einer Periode das Stromungsbiid am Fremd- 
korper wieder das gleiche. Das Bezugssystem wird so gelegt, daB das 
Wirbelsystem stationar ist: die Kontrollflache besteht aus einer Ebene 
durch das Wirbelsystem und einer Flache, die ganz im ungestorten 



Abb- 72. Anwendmig des Impulssatzes auf periodiscbe Vorgange (Kfi-rnrin-Wirbel). 


Gebiet verlauft und den Kbrper einschlieBt (Abb. 172). 1st der Korper 
um den Weg einer Periode yorgeriickt, so kommt zum Druck- und Im- 
pulsintegral auf der Kontrollebene noch die Impulsverinehrung im Innern 
gegeniiber der ungestorten Flussigkeit hinzu, iiber die ein Volumen- 
integral zu erstrecken ist. Der Impulssatz liefert in diesem Fail den 
Mittelwert der Kraft am Korper fur eine Periode, 

102. Anwenduiiigen des Impulssatzes. Wir wollen jetzt an einigen 
einfachen Beispielen zeigen, wie schnell und mit wie geringer Miihe 
man durch die Anwendung des Impuls- 
satzes gewisse summarische Aussagen uber 
Stromungsvorgange erhalt, ohne daB man 
von den Einzelheiten der Bewegung Kennt- 
nis zu haben braucht. 

1. AusfluB aus einem GefaB. Ver- 
nachlassigen wir fur den' austretendeh 
Fliissigkeitsstrahl die Schwerkraft, so er- 



gibt (3a), da keine Fremdkorper in der 
Flussigkeit sind, die von auBen Kraft- 
wirkungen erfahren: 


Abb, 17‘3. Dein nach rechts gerichteten 
Elusrigkbitsstrahl entspricht eine nach 
links gerichtete Heaktionskraft, die 
das OefaB bei reibungsloser lagerung 
nach links beschleunigt. 


Legen wir die Kontrollflache, wie aus Abb. 173 ersichtlioh, und nehmen 
wir an, daB die Geschwindigkeit tt> der Fliissigkeitsteilchen iiber dem 
Tiotjcns, Hydromcchanik. 2. Aufl. 15 
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Strablquerschnitt konstant ist, so ergibt sich als IitipulsfluB (g = konst* 
angenomirfen) : 

rd^ototio^gFilm 

^ ist ein Richtungsfaktor vom Betrage . 

Diesem austretenden ImpulsflnB entspricht nach Nr. 100 eine ent* 
gegengesetzt gericlitete Eeaktionskraft vom gleichen Betrage. Be- 
zeichnen wir den Druck im Innern des GefaBes mit ^^d den AnBen- 
druok (Atmospharendruck), den wir im Strahl als vorhanden annehmen 
konnen, mit so ist nach der Bernoullischen Gleichung S. Ill 

^2 _ Mithin erhalten wir fiir die Eeaktionskraft: 

P = 2 J’s (Pi - Po) • 

Wiirde das GefaB auf (reibnngslosen) Badern stehen, so wiirde es sich 
unter der Kraft von ^ in der entgegengesetzten Bichtung des aus- 
flieBenden Strahles beschlennigen; wollte man das verhindern, so 
mtiBte man (in tJbereinstimmnng mit Nr. 100) auf das GefaB und da- 
durch auf das Wasser von auBen eine Kraft S = — ^ einwirken lassen. 

DaB in dem Ausdruck fiir die Beaktionskraft der doppelte Strahl- 
querschnitt auftritt, hat seinen Grund darin, daB auBer dem Wegfall 
des statischen Uberdruckes — Po) Offnung infolge der 

Zustromung zur Offnung ein weiterer Druckabfall langs der Wandung 

in der Umgebung der Offnung vor- 
handen ist, der, wie wir aus dem 
Impulssatz erfahren, noch einmal die 
gleiche Kraft liefert wie der Druck- 
ausfall uber dem Strahlquerschnitt. 

2. Bestimmung der Kontrak- 
tionsziffer einer Borda-Mun- 
dung. Bezeichnet F den Quer- 
schnitt der Borda-Mundung und 
den Querschnitt des die Kontroll- 
flache durchstoBenden Strahles, so 
wird die Kontraktionsziff er a defihiert 
durch die Gleichung 

F,=.o:F. 

Legen wir die Kontrollflache wie in Abb. 174 ersichtlich, so ergibt 
sich unter den gleichen Voraussetzungen wie im ersten Beispiel 

o tt) tu 

==2j;^(pj - po)^- 


Honfpoltflache 



Abb. 174. Bestimmung der Kontraktions- 
ziffer einer Borda?Mundiing. 
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Da nun auf alien Wandflachen, deren DruckkrMte Komponenten in 
der Strahlriclitung besitzen, der voile Uberdruck berrsciht, nauB der 
Wegfall des ttberdruckes im Miindungsquerscbnitt : -F (;Pj — ;Po) gleicb 
dem Strahlimpuls sein. Mithin 


d.b. 


(2^1 - 2 ^ 0 ) = 2 ^^3 (2>i - Po ) , 
Fs == y# Oder a = y . 


3. Reaktion einer durcb einen gekrummten Kanal flie- 
Benden Eiussigkeit. Wir beziehen uns auf Nr. 100 (Abb. 171), wo 
wir gesehen baben, daB dem durcb und ^2 




qF, 


„:2i5a 


2 ‘^ 2“ 


die Reaktionskraft des Wassers auf die Kontrollflache + gff^ = gf{ 
entspricbt. Diese Kraft wird — wenn wir von der Sebwere absehen — 
vom Oberflachendruck des Wassers gegen die Kontrollflache auf- 
genommen. Der Oberflachendruck besteht nun aber aus den Drucken 
gegen die Kanalwande, vermehrt um die Drucke an den Eintritts- 
bzw. Austrittsflachen ^iPi +1^2 2 ^ 2 * Reaktionsdruck der Flxissig- 

keit auf die Wande (9?ur) allein haben wir somit . 




15i 2>1 - S-2P2- 


Wenn die Flacben und gerade.senkrecbt zu den Geschwindig- 
keitsvektoren iUi und tU 2 gewahlt werden, dann kann, da die Ricbtung 
des Vektors entgegengesetzt der- 

jenigeii von tx>i, die Richtung von ^^2 
aber der von gleichgericbtet ist, auch 
geschrieben werden: 





Abb. 175. Keaktion einer durch einen 
gekrummten Kanal (bzw. Bohr) 
fliefienden J’liissigkeit, 


Oder . 

^w= — di (q wf + Pi) — S2 (e •+• Pi) ■ 

In Abb. 175 ist die resultierende Reak- 
tionskraft der Flussigkeit auf die Wtode 

aus den Komponenten — {Qwf + :Pi) und — +P 2 ) 

konstruiert. 

4. Plotzliche Erweiterung eines Rohres. Es trete ein 
Fliissigkeitsstrahl aus einem zylindrischen Rohrstiick vom Quer- 
schnitt ill ein weiteres ebenfalls zylindrisches Rohr mit der Quer- 
schnittsflache ^ 2 - (mit der Geschwindigkeit tDj) austretende 

Strahl sich in einer labilen Rewegung befindet, so wird er sich mit der 

15* 
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umgebenden Fliissigkeit Termischen iind schlieBlich nach der Ver- 
mischung (in geniigender Entfernung vom Strahlaustritt) nngefahr 
gleichfbrmig rnit einer mittleren Geschwindigkeit jrD2 in dem weiteren 
Rohr abstromen. Der Fliissigkeitsdruck im Strahl moge dort, wo er 
das engere Rohr verlaBt, 3^1 und dort, wo er sich mit der umgebenden 
Fliissigkeit du^chmischt hat, ^>2 s^i^- El® nun die Druck- 

differenz 2^2 init H des Impulssatzes berechnen, ohne daB die ' 
Einzelheiten des Mischungsvorganges bekannt waren. 

Da Fremdkrafte nicht vorhanden sind, so .haben wir fxir^den Impuls- 

satz, wenn wir die Schwerewirkung 
vernstchlassigen und Homogenitat der 
Fliissigkeit voraussetzen, ■ 

Abb. 176. Plotzliche Erweiterung off olt) Jt) = — 

eines Rohres. . t: «w if u • 

Legen . wir die Kontrollf lache so wie 
in Abb. 176 angegeben, so bleibt nur ein ImpulsfluB durch die Flachen 
nnd so daB wir haben: 

— qF^ wf = — Fq (Pq — Pi) 

und mit Beriicksichtigung der Kontinuitatsgleichung fur volumen- 
bestandige Flussigkeiten 

' Pz - Pi = (^’1 — ^’2) / ' 

Hiermit haben wdr die Drucksteigerung berechnet. 

Wnrden w'ir in einem sehr allmahlich sich er^^eiternden Rohr von 
der kleineren Querschnittsfl^^^ mit dem Druck pi zum groBeren 
Querschmtt 0^2 libergegangen sein, so daB sich auf 

diesen Vorgang die Berhouliische Gleichung anwenden laBt, so er- 
gibt sich als Drucksteigerung entsprechend der Geschwindigkeits- 
abnahme 

Pi ~ Pi = J — '^i) ■ 

Bilden wir. den Unterschied der Enddrucke fiir allmahliche und plotz- 
liche Erwelterungen : 

P2~Pt=P2~ Pi— ip2—Pl) - ^4) - (U'l - M’s) ■ 


= |K- 




SO erkennen wir, daB im Faile einer plotziichen Erweiterung nicht der 
Druck zuriickgewonnen wird, den man bei alimahlicher Erweiterung 
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erHalten wiirde Eine Verringerung der Geschwindigkeit dtirch eine 
plotzlicEe Erweiterung des Querschnittes ist also nur unter Verlust 
eines gewissen Betrages der Druckerhohung zu erreicken, und zwar 
ist dieser Verlust um so groBer, je groBer die Querscknittserweiterung 
Tiiid je groBer damit die Gesoiiwindigkeitsverringerung ist. 

Die letzte Gleickung; die den Druckverlust gegentiber einem all- 
maWicb sick erweiternden Rohr angibt, kat man wegen ikrer Akn- 
lickkeit mit der Eormel, die den Energieverlust beim StoB zweier 
unelastiscker Korper ausdruckt, die Carnotscke, StoBverlustformel ge- 
nannt, obwokl der Druckverlust mit einem „StoB'‘ nickt mehr zu 
tun kat, als daB kier wie dort ein nickt umkekrbarer Ausgleick der 
Gesckwindigkeiten erfolgt. 

5. Sckwebenderkalten von sckweren Korpern in Plussig- 
keiten. Um einen Korper z. B. in rukender Luft entgegen der Sckwer- 
kraft in der Sckwebe zu erkalten, ist es notwendig, dauernd neue Luft- 
massen nack unten zu besckleuiiigen. Dies wird beispielsweise von einer. 
Hubsckraube geleistet. 1st to die Endgesckwindigkeit, die die Hub- 
schraube der .von ikr erf aBten Luft erteilt, so liefert der Impulssatz 

^ 0 to to = — ^ 

Kekmen wir die Kontrollflache sehr groB, so daB in den abwarts 
bewegten Luftmassen die Druckdiffererizen vernacklassigt werden 
kdnnen, so erkalten wir als Beaktionskraft auf den Schraubenpropelier 
eine nack oben gerichtete Kraft vom^Betrage wo F den Quer- 

schnitt des Strakles ' der hack unten besckleuhigten Luftmassen be- 
deutet. Bezeichnen wir mit if die in der Zeiteinkeit in Bewegung ge- 
setzte Luftmasse, so kaben wir fiir die Beaktionskraft 

Wenn die Sckraube keipe andere Arbeit leistet, als sick in der Sckwebe 
zu erkalten, so ist die Leistung (L) gleich der Energie des in der Zeit- 
einheit nack unten beforderten Luf tstrakles : 


Oder 


L==M 





Wie die Anwendung des Impulssatzes auf eine abwarts bewegte 
Luftmasse lekrt, ist es fiir das Sckwebenderkalten eines Korpers yon 
einem bestimmten Gewickt gleickgiiltig, ob einer kleinen Luftmasse 
eine groBe Gesckwindigkeit erteilt ward oder einer groBen Luftmasse 
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eine kleine Geschwindigkeit, sofern nur das Produkt ans sekundiicher 

Masse und Geschwindigkeit konstant bleibt. Pur die aufeuwendende 

Leistung ist es jedocb wesentlich vorteilhafter, eine nioglicbst groBe Luft- 

masse zu beschleunigen und die Abwartsgesehwindigkeit klein zu balten. 

6. Zweidimensionaler Wasserstrabl gegen eine scbrage 

Platte. Man kann einmal fragen nach der Kraft, die vom Wasser 

auf die Platte ausgeiibt wird, anderseits nach der Art der Verteilung 

des Strahles, d. h. nach dem nach oben bzw. nach unten abgelenkteh 

Anteil desselben. In Abb. 177 sei a die Dicke des mit der Geschwindig- 

keit tu flieBenden Strahles, 

und (Zg die Dicke des nach oben 

bzw. nach unten abgelenkten Teih 

strahles . Der Druck der ankom- 

menden Flxissigkeit sei 0 sel 

der Schnittpunkt der Mittellinie 

des Strahles mit der schragen 

Plache, 6 die Entf ernung des 

Druckmittelpunktes von 0. 

Aus dem Umstand, daB der 

Druck in den abflieBenden Strah- 

Abb. 177. Zweidimensionaler Wasserstrabl gegen len da, WO die Umbiegung been- 
eine schrag zur Anstramungsrichtung gestellte , , . ^ i i. n i . 7 i Ai 
Platte. det ist, ebenfalls gleich dem At- 

mospharendruck 'p^ ist, folgt, 

dafi die Geschwindigkeit auch dort den Betrag |ju | hat. Legen wir 

die KontroUflache wie in Abb. 177 gezeichnet, so ist (bei Yernach- 

lassigung der Erdschwere) 

5 dg 0 » to = — ^ p C? = 5|J . 

Bilden wir von dieser Vektorgleichung einmal die Komponenten- 
gleichung fiir die Richtung senkrecht zur Platte und dann fur die 
Richtung parallel zur Platte, so ist (w^enn wir die Tiefe des Strahles 
gleich 1 setzen): 

Komponente senkrecht zur Platte P === q a sin a , 

Komponente }wallel zur Platte 0 = — gaw^cosa 

Oder % — (7/2 — cOs a . 

Da nach der Kontinuitat 

% + = 

ist, so haben wdr fur % und 

1 cos a 

• cos be 

Q>ci' 
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^ wir Mermit die oben erwalmten Fragen nach der Kraft 

des Wassers auf (be Platte^ sowie nach der Bicke der Teilstrabk^^^ 
erledigt haben, wollen wir nech die Lage des Angriffspunktes der 
Kraft des Strables auf die Platte bestimmen. Wir wenden zu deiQ 
Zweck den Satz vom Impulsmoment an fiir 0 als Momentenpunkt. 

Unter Berucksicbtigung, daB die Hebelarme y und NuU sind, 
ergibt sich 

so daB wir mit 


haben : 


P == Q a sin a 


e 




Dies ist die Entfernung des Bruckmittelpunktes vom Punkte 0. 

Was wir naturlich mit der summarischen Betraebtungsweise, wie 
sie die Anwendung des Impulssatzes darstellt, nicbt berechnen konnen, 
ist die Bruckverteilung langs der Platte. 

103. Der Energiesatz fiir nicht stationare Bewegimgsvoigange 
Tolumenbestandiger Fliissigkeifen. In ahnlicher Weise, wie wir in Nr. 100 
einen Satz uber den Impulstransport abgeleitet baben, laBt sicb ein 
entsprecbender Satz iiber den Energietraiisport in Eliissigkeitsbewe- 
gungen aufsteUen. 

Man gebt zu diesem Zweck von dem allgemeinen Satz aus, daB 
die Energieanderung eines Systems gleicb der von auBen an dem 
System geleisteten Arbeit ist, oder in anderer Form: daB die Energie- 
anderung in der Zeiteinbeit gleicb der von auBen zugefiibrten (bzw. 
nach auBen abgefubrten) Leistung ist. 

Ba bei der Anwendung der Energiesatze auBer der kinetiscben 
und potentiellen Energie aucb die elastische und tbermiscbe Energie 
mit beriicksicbtigt werden muB, versagen die Energiesatze, wenn 
merkbche Betrage von Eeibungsarbeit auftreten und dadurcb Energie 
zerstreut (dissipiert) wird. Benn obne Kenntnis der Vorgange im Innern 
der Flussigkeit HeBe sicb die Bissipation nicht berechnen, wahrend 
docb die Energiesatze analog den Impulssatzen gerade dazu dienen 
sollen, allein aus den Oberflacbenzustanden der betracbteten ab- 
gegrenzten Flussigkeit die resultierenden Krafte zu berechnen. Also 
nur in den Fallen, wo merkbche Eeibungsarbeit nicht auftritt, laBt 
sich der Energiesatz mit Nutzen anwenden. 

-Fur stationare Vorgange ist bei Vernachlassigung der Eeibungs- 
arbeit die Aussage des Energiesatzes trivial ; denn die Arbeit am ruhen- 
den Fremdkorper ist Null, und auch in der Flussigkeit ist dann die 
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Energie konstantj so dafi (He Anwendung des Energiesatzes auf diese 
Effle regelmaBig Adssagen von der Forrd Null gleich Null liefert. 

1st Wn die Normalkomponente der Geschwindigkeit eines Flussig- 
keitsteilchens an der Kontrollflaelie, wobei sie positiv gereobnet ^wer- 
den soil, wenn sie nacb auBen gerichtet ist, so baben wir fur die durcb 
ein Elacbenelement dE der KontroUflacbe in der Zeiteinbeit transpor- 
tierte'' , -Masse ' 

dm = dFQWn> 

also fur die entsprecbende kinetiscbe Energie : 

dE = dFQw„^. 

Anderseits ist die Leistung zu berucksicbtigen, ; die vom Bruck 
berriibrt, wabrenci die flussige Elacbe sicb in der Zeiteinbeit ver- 
/scbiebt:.. ; . , V 

^ dA = — /pdFio^. 

Der Energiesatz wiirde also fur den stationaren Fall ergeben: 

§dE = §dA 

Oder 

Der Klammerausdruck unter dem Integral ist aber fxir volumenbestto- 
dige drebungsfreie Fliissigkeitsbewegungen konstant und kann somit 
vor das Integral gezogen werden. Das dann verbleibende Integral 
stellt jedocb den MassenfluB durch das abgegrenzte Plussigkeits- 
gebiet dar und muB bei vorausgesetzter Quellenfreibeit identisch 
gleicb Null sein, so daB der Energiesatz niebts Neues ergibt. . 

Ist TJ die tbermiscbe Energie pro Masseneinbeit (einscblieBlicb der 
etwaigen elastiscben Energie) — gemessen im mecbaniscben MaB — , 
so bat man durcb das Flacbenelement dF einen konvektiven Energie- 
transport pro Zeiteinbeit yon der GroBe: 

QdFw^{^^+u). . 

Anderseits ist die Druckleistuiig 

--pdFwn. 

Beide GroBen zusammeng;efaBt ergeben den Ausdruck 

ET + f ) 
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Oder, wenn wir das Volumen der Masseneinheit v = ~ einfuhren, 

: _ QdF'Wn{^^+ U + pv'j. 

Setzen wir adiabatische Zustandsanderungen voraus, so ist: 

U J pdv = konst. 

und nacb 3ernoulli: 

'';Mitliin:' 

-f U + J ipdv 4“ vdp) ==~ + U + pv == konst., 

also derselbe Ausdjuck wie oben! Da nun fiir eine Stroinrohre 
g dFw^ — 'kon&t. ist, so sagt der Energiesatz nur die schon bekannte 
Tatsacbe aus, dafi der eintretende Energiestrom ~|- Arbeitsleistung 
gleich dem austretenden Energiestrom + Arbeitsleistung ist. 

Eiir nioiit stationare Bewegungen jedoch kann der Energiesatz 
wohl eine Aussage ergeben, z. B. wenn durcb eine nicbt stationare 
Bewegung eines Eremdkorpers dem System Energie zugefuhrt wird 
wie beispielsweise beim Propeller. Nimmt man in diesem Falle an, 
daB der Propeller eine Druckerhohung liefert, so wird nacb Druck- 
ausgleich eine Vermehrung der kinetiseberi Energie auftreten, die der 
in den Propeller hineingesteckten Arbeit entspricbt, wenn der Pro- 
peller in dem Bezugssystem ruht. Fiir ein anderes Bezugssystem, 
beziiglich dessen die ungestorte Fliissigkeit rubt, ergibt sicb eine andere 
(kleinere) kinetiscbe Energie pro Zeiteinbeit, die gleicb der Differenz 
zwiscben der bineingesteckten Leistung und der gewonnenen Scbub- 
leistung ist. 

Eine andere Art der Energiebetracbtung bat man in den Fallen, 
wo der Fremdkorper in einer tnsprunglicb rubenden Flussigkeit ein 
Wirbelsystem von angebbarer Bewegung erzeugt, wie es bel fort- 
scbreitenden Tragflacben und Propellern der Fall ist. Das Bezugs- 
system wablt man in. diesen Fallen’ so, daB es relativ zur ungestorten 
Flussigkeit rubt; der Fremdkorper, etwa Propeller, bewege sicb z, B. 
mit seiner Acbse mit der Gescbwindigkeit V und drebe sicb mit der 
gleicbformigen Winkelgescbwindigkeit co. Wenn M das Drebmoment 
an der Scbraubenwelle und /S den Sctub bedeutet, so ist die Bnergie- 
zunabme der Flussigkeit in der Zeiteinbeit, gemessen in dem Bezugs- 
system, in dem die ungestorte Flussigkeit rubt (^ — kinetiscbe 
Energie) 
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Ml 


dE 


dt 


-f 


Mm-SY, 


wobei die recbte Seite der Gleicbung die Leistung des Fremdkdrpers 
darstellt nnd das Integral die Arbeitsleistung auf der Kontrollflache. 
Die KontrolMache nebmen wir so, daB wir eine hinter dem Propeller 
senkrecbt zur Fortschreitungsgescbwindigkeit gelegene Ebene durch 
eine Maebe in nngestorter Pliissigkeit scblieBen (Abb. 178). 

Da der Energieinhalt pro Langeneinbeit der abgegrenzten Fliissig- 
keitsmasse in binreicbendem Abstand binter dem Korper konstant 

ist, so ist die zeitlicbe An- 



Abb. 178. Wirbelsystem eines sich in Achsenrichtnng 
be wegenden Propellers. 


derung der Energie gleicb 
dem EnergiefluB dutch die 
(zu F senkrecbte) rubende 
Kontrollflache, vermehrt 
um den Energiezuwacbs 
zwischen der Kontrollflache 
und einer mit der Geschwin- 
digkeit V sich bewegenden 
Elache (F) ; man erhalt so- 
mit als -Sjiderung der 
Energie pro Zeiteinheit : 


dE 

dt 




-dF + F 


dF^ 




{V + Wr;)dF; 


wobei die Integration iiber die Kontrollflache zu nehmen ist. 

Obwohl in dem Integral §pdFwn die Drucke umgekehrt pro- 
portional dem ^Quadrat der Entfernung abnehmen, die Kontrollflache 
jedoch in demselben MaBe zunimmt, so konvergiert — weil auBer- 
balb des Propellerstrakles gleichzeitig^^ur^begrenzt abnimmt — das 
Integral hier doch gegen Null, weijn ScblieBung der Kontroll- 

flache durch die ungestorte Eliissigkeit ins Unendliche riicken laBt^.' 
Dagegen verschwindet im allgemeinen das Druokintegral in dem Wirbel- 
gebiet nicht. Man hat also 

Mo>-Sy=vJj^dF + Jjw„[e-i- + T)dF, 

WO beide Iiitegrale nur noch iiber das Wirbelgebiet hinter dem Pro- 

^ Aus dieser "Dberlegung geht im ubrigeix bervor, daB man beim Impulssatz 
mit solcben Grenziibergangen sehr vorsichtig sein muB. Es ergibt sich haufig 
ein endlicher Impnls oder eine endliche Druckkraft als Beitrag der Kontroll- 
flache in der ungestCrten Eliissigkeit. 
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peiler und seine nacliste Nachbarschaft zu erstreeken sind. In dem 
Fall eines „scliwach belasteten Propellers** ist nberall klein gegen F 
nnd daher in erster Naherung das zweite Integral gegennber dem ersten 
zu vernacblassigen. 

Im Falle eines Tragfltigels oder eines Systems von Tragfiiigeln ist 
die in die Fliissigkeit hineingesteekte Leistung gieich W * F, wo IF der 
Widerstand ist/ den der Fliigel in der (reibungslos gedachten) Fliissig- 
keit findet. Da bier meist vernachlassigbar klein ist, wird bier ge- 
nabert nacb Kiirzung der Gleicbung mit F: 

W-jJ^dF. 

wobei das Integral wieder iiber das Wirbelsystem und seine Umgebung 
zu erstreeken ist. Der Widerstand ist also bier bei Vernacblassigung 
der mit bebafteten Glieder gleicb der auf einem Wege gleicb der 
Langenembeit zuruckgelassenen kinetiseben Energie. 
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